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Mode d’emploi de ce traité 


NOUVELLE ÉDITION 


l. Le traité prend les mathématiques à leur début, et donne des démonstra- 
tions complètes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance 
mathématique particulière, mais seulement une certaine habitude du raisonne- 
ment mathématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité 
est destiné plus particulièrement à des lecteurs possédant au moins une bonne 
connaissance des matières enseignées dans la première ou les deux premières 
années de l’Université. 


2. Le mode d'exposition suivi est axiomatique et procède le plus souvent du 
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les 
chapitres se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé. 
L'utilité de certaines considérations n’apparaîtra donc au lecteur qu’à la 
lecture de chapitres ultérieurs, à moins qu’il ne possède déjà des connaissances 
assez étendues. 


3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres 
actuellement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants: 


Théorie des Ensembles désigné par E 
Algèbre 5 A 
Topologie generale 3 TG 
Fonctions d’une variable réelle = FVR 
Espaces vectoriels topologiques 5 EVT 
Intégration INT 
Algèbre commutative » AC 
Variétés différentielles et analytiques LE VAR 
Groupes et algèbres de Lie 5% LIE 
Theories spectrales % TS 


Dans les six premiers Livres (pour l’ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé 
ne fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans ce 
Livre ou dans les Livres antérieurs. À partir du septième Livre, le lecteur 


trouvera éventuellement, au début de chaque Livre ou chapitre, l'indication 
précise des autres Livres ou chapitres utilisés (les six premiers Livres étant 
toujours supposés connus). 


4. Cependant, quelques passages font exception aux règles précédentes. 
Ils sont placés entre deux astérisques: * . . . „. Dans certains cas, il s’agit 
seulement de faciliter la compréhension du texte par des exemples qui se 
réfèrent à des faits que le lecteur peut déjà connaître par ailleurs. Parfois 
aussi, on utilise, non seulement les résultats supposés connus dans tout le 
chapitre en cours, mais des résultats démontrés ailleurs dans le traité. Ces 
passages seront employés librement dans les parties qui supposent connus 
les chapitres où ces passages sont insérés et les chapitres auxquels ces passages 
font appel. Le lecteur pourra, nous l’esperons, vérifier l’absence de tout 
cercle vicieux. 


5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des 
fascicules de résultats. Ces fascicules contiennent l’essentiel des définitions et des 
résultats du Livre, mais aucune démonstration. 


6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions, 
les axiomes et les théorèmes de ce chapitre; c’est là ce qu’il est principalement 
nécessaire de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins impor- 
tants, ou qui peuvent être facilement retrouvés à partir des théorèmes, figurent 
sous le nom de « propositions », « lemmes », « corollaires », « remarques », etc. ; 
ceux qui peuvent être omis en première lecture sont imprimés en petits 
caractères. Sous le nom de « scholie », on trouvera quelquefois un commentaire 
d’un théorème particulièrement important. 

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire 
certaines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’à l’inte- 
rieur d’un seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un 
chapitre où tous les anneaux considérés sont commutatifs, on peut convenir 
que le mot «anneau » signifie toujours «anneau commutatif»). De telles 
conventions sont explicitement mentionnées à la tête du chapitre dans lequel 
elles s’appliquent. 


7. Certains passages sont destinés à prémunir le lecteur contre des erreurs 
graves, où il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le 


signe ? (« tournant dangereux »). 


8. Les exercices sont destinés, d’une part, à permettre au lecteur de vérifier 
qu’il a bien assimilé le texte; d’autre part, à lui faire connaître des résultats qui 
n'avaient pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du 


signe 4. 


9. La terminologie suivie dans ce traité a fait l’objet d’une attention parti- 
culière. On s’est efforcé de ne jamais s'écarter de la terminologie reçue sans de très 
sérieuses raisons. 


10. On a cherché à utiliser, sans sacrifier la simplicité de l’exposé, un 
langage rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de 


langage ou de notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir 
pédantesque et même illisible, ont été signalés au passage. 


11. Le texte étant consacré à l’exposé dogmatique d’une theorie, on n’y 
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont 
groupées dans des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces 
Notes ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont 
eu le plus d’importance dans l’évolution de la théorie considérée; elle ne vise 
nullement à être complète. 

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur 
provenance, qui est très diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques, 
recueils d'exercices). 


12. Dans la nouvelle édition, les renvois à des théorèmes, axiomes, défini- 
tions, remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le 
Livre (par l’abréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le 
chapitre et la page où ils se trouvent. A lPintérieur d’un même Livre, la 
mention de ce Livre est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algebre, 


E, III, p. 32, cor. 3 
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, 
chapitre III, page 32 de ce chapitre; 


II, p. 23, Remarque 3 


renvoie à la Remarque 3 du Livre d’Algebre, chapitre 11, page 23 de ce 
chapitre. 

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R; par exemple: EVT, 
R signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topolo- 
giques ». 

Comme certains Livres doivent seulement être publiés plus tard dans la 
nouvelle édition, les renvois à ces Livres se font en indiquant successivement 
le Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro où se trouve le résultat en 
question; par exemple: 

AC, III, $ 4, n° 5, cor. de la prop. 6. 


Au cas où le Livre cité a été modifié au cours d'éditions successives, on 
indique en outre l'édition. 


langage ou de notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir 
pédantesque et même illisible, ont été signalés au passage. 


11. Le texte étant consacré à l’expose dogmatique d’une théorie, on n’y 
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont 
groupées dans des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces 
Notes ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont 
eu le plus d'importance dans l’évolution de la théorie considérée; elle ne vise 
nullement à être complète. 

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur 
provenance, qui est très diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques, 
recueils d'exercices). 


12. Dans la nouvelle édition, les renvois à des théorèmes, axiomes, défini- 
tions, remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le 
Livre (par l’abréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le 
chapitre et la page où ils se trouvent. A l’intérieur d’un même Livre, la 
mention de ce Livre est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algèbre, 


E, III, p. 32, cor. 3 
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, 
chapitre III, page 32 de ce chapitre; 


II, p. 23, Remarque 3 


renvoie à la Remarque 3 du Livre d’Algebre, chapitre II, page 23 de ce 
chapitre. 

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R; par exemple: EVT, 
R signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topolo- 
giques ». 

Comme certains Livres doivent seulement être publiés plus tard dans la 
nouvelle édition, les renvois à ces Livres se font en indiquant successivement 
le Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro où se trouve le résultat en 
question; par exemple: 

AC, III, $ 4, n° 5, cor. de la prop. 6. 


Au cas où le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on 
indique en outre l'édition. 


INTRODUCTION 


Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration; certains doutent 
même qu’il se trouve, en dehors des mathématiques, des démonstrations au sens 
précis et rigoureux que ce mot a reçu des Grecs et qu’on entend lui donner ici. On 
a le droit de dire que ce sens n’a pas varié, car ce qui était une démonstration pour 
Euclide en est toujours une à nos yeux; et, aux époques où la notion a menacé de 
s’en perdre et où de ce fait la mathématique s’est trouvée en danger, c’est chez les 
Grecs qu’on en a recherché les modèles. Mais à ce vénérable héritage sont venues 
s'ajouter depuis un siècle d'importantes conquêtes. 

En effet, l’analyse du mécanisme des démonstrations dans des textes mathé- 
matiques bien choisis a permis d’en dégager la structure, du double point de vue 
du vocabulaire et de la syntaxe. On arrive ainsi à la conclusion qu’un texte mathé- 
matique suffisamment explicite pourrait être exprimé dans une langue conven- 
tionnelle ne comportant qu’un petit nombre de « mots » invariables assemblés 
suivant une syntaxe qui consisterait en un petit nombre de règles inviolables: un 
tel texte est dit formalisé. La description d’une partie d’échecs au moyen de la 
notation usuelle, une table de logarithmes, sont des textes formalisés; les formules 
du calcul algébrique ordinaire en seraient aussi, si l’on avait complètement codifié 
les règles gouvernant l’emploi des parenthèses et qu’on s’y conformät strictement, 
alors qu’en fait certaines de ces règles ne s’apprennent guère qu’à l’usage, et que 
l'usage autorise à y faire certaines dérogations. 

La vérification d’un texte formalisé ne demande qu’une attention en quelque 
sorte mécanique, les seules causes d’erreur possibles étant dues à la longueur ou à 
la complication du texte; c’est pourquoi un mathématicien fait le plus souvent 
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confiance à un confrère qui lui transmet le résultat d’un calcul algébrique, pour 
peu qu’il sache que ce calcul n’est pas trop long et a été fait avec soin. Par contre, 
dans un texte non formalisé, on est exposé aux fautes de raisonnement que 
risquent d’entrainer, par exemple, l'usage abusif de l'intuition, ou le raisonne- 
ment par analogie. En fait, le mathématicien qui désire s’assurer de la parfaite 
correction, ou, comme on dit, de la «rigueur » d’une démonstration ou d’une 
théorie, ne recourt guère à l’une des formalisations complètes dont on dispose 
aujourd’hui, ni même le plus souvent aux formalisations partielles et incomplètes 
fournies par le calcul algébrique et d’autres similaires; il se contente en général 
d'amener l'exposé à un point où son expérience et son flair de mathématicien hai 
enseignent que la traduction en langage formalisé ne serait plus qu’un exercice 
de patience (sans doute fort pénible). Si, comme il arrive mainte et mainte fois, 
des doutes viennent à s'élever, c’est en définitive sur la possibilité d'aboutir sans 
ambiguïté à une telle formalisation qu’ils portent, soit qu’un même mot soit 
employé en des sens variables suivant le contexte, soit que les règles de la syntaxe 
aient été violées par l’emploi inconscient de modes de raissonnement non spéci- 
fiquement autorisés par elles, soit encore qu’une erreur matérielle ait été commise. 
Ce dernier cas mis à part, le redressement se fait invariablement, tôt ou tard, par 
la rédaction de textes se rapprochant de plus en plus d’un texte formalisé, 
jusqu’à ce que, de l’avis général des mathématiciens, il soit devenu superflu de 
pousser ce travail plus loin; autrement dit, c’est par une comparaison, plus ou 
moins explicite, avec les règles d’un langage formalisé, que se fait l’essai de la 
correction d’un texte mathématique. 

La méthode axiomatique n’est à proprement parler pas autre chose que cet art 
de rédiger des textes dont la formalisation est facile à concevoir. Ce n’est pas là 
une invention nouvelle; mais son emploi systématique comme instrument de 
découverte est l’un des traits originaux de la mathématique contemporaine. Peu 
importe en effet, s’il s’agit d’écrire ou de lire un texte formalisé, qu’on attache aux 
mots ou signes de ce texte telle ou telle signification, ou même qu’on ne leur en 
attache aucune; seule importe l’observation correcte des règles de la syntaxe. C’est 
ainsi qu’un même calcul algébrique, comme chacun sait, peut servir à résoudre 
des problèmes portant sur des kilogrammes ou des francs, sur des paraboles ou 
des mouvements uniformément accélérés. Ce même avantage s'attache, et pour 
les mêmes raisons, à tout texte rédigé suivant la méthode axiomatique: une fois 
établis les théorèmes de la Topologie générale, on peut les appliquer à volonté à 
l’espace ordinaire, à l’espace de Hilbert, à bien d’autres encore. Cette faculté de 
donner des contenus multiples aux mots ou notions premières d’une théorie est 
même une importante source d’enrichissement de l'intuition du mathématicien, 
qui n’est pas nécessairement de nature spatiale ou sensible comme on le croit 
parfois, mais qui est plutôt une certaine connaissance du comportement des êtres 
mathématiques, aidée souvent par des images de nature très variée, mais fondée 
avant tout sur leur fréquentation journalière. On est souvent amené ainsi à 


INTRODUCTION E I.9 


étudier avec fruit, dans une théorie, des propriétés traditionnellement négligées 
dans celle-ci, mais étudiées systématiquement dans une théorie axiomatique 
générale dont elle est une particularisation {par exemple des propriétés ayant leur 
origine historique dans une autre particularisation de cette théorie générale). De 
plus, et c’est ce qui nous importe particulièrement en ce Traité, la méthode 
axiomatique permet, lorsqu'on a aflaire à des êtres mathématiques complexes, 
d’en dissocier les propriétés et de les regrouper autour d’un petit nombre de 
notions, c’est-à-dire, pour employer un mot qui sera défini plus loin avec précision 
(chap. IV), de les classer suivant les structures auxquelles elles appartiennent (une 
même structure pouvant intervenir, bien entendu, à propos d’êtres mathéma- 
tiques divers); c’est ainsi que, parmi les propriétés de la sphère, les unes sont 
topologiques, d’autres sont algébriques, d’autres encore peuvent être considérées 
comme relevant de la géométrie différentielle ou de la théorie des groupes de Lie. 
Quelque artificiel que puisse devenir parfois ce principe de classification dès que 
s’enchevötrent les structures, c’est lui qui est à la base de la répartition en Livres 
des matières formant l’objet de ce Traité. 


De même que l’art de parler correctement une langue préexiste à la gram- 
maire, de même la méthode axiomatique a été pratiquée bien avant l'invention 
des langages formalisés; mais sa pratique consciente ne peut reposer que sur une 
connaissance des principes généraux gouvernant ces langages et de leurs relations 
avec les textes mathématiques courants. Nous nous proposons en ce Livre de 
donner d’abord la description d’un tel langage, et même l’exposé de principes 
généraux qui pourraient s'appliquer à beaucoup d’autres semblables. Un seul de 
ces langages suffira toutefois à notre objet. En effet, alors qu’autrefois on a pu 
croire que chaque branche des mathématiques dépendait d’intuitions particu- 
lières qui lui fournissaient notions et vérités premières, ce qui eût entrainé pour 
chacune la nécessité d’un langage formalisé qui lui appartint en propre, on sait 
aujour d’hui qu’il est possible, logiquement parlant, de faire dériver toute la 
mathématique actuelle d’une source unique, la Theorie des Ensembles. Il nous 
suffira donc d’exposer les principes d’un langage formalisé unique, d'indiquer 
comment on pourrait rédiger en ce langage la Théorie des Ensembles, puis de 
faire voir comment s’insèrent dans celle-ci les diverses branches des mathé- 
matiques, au fur et à mesure que notre attention se portera sur elles. Ce faisant, 
nous ne prétendons pas légiférer pour l'éternité. Il se peut qu’un jour les mathé- 
maticiens s'accordent à utiliser des modes de raisonnement non formalisables 
dans le langage exposé ici; il faudrait alors, sinon changer complètement de 
langage, tout au moins élargir les règles de la syntaxe. C’est à Pavenir qu’il 
appartiendra de décider. 

Il va de soi que la description du langage formalisé se fait en langage courant, 
comme celle des règles du jeu d’échecs; nous n’entrerons pas dans la discussion 
des problèmes psychologiques ou métaphysiques que soulève la validité de 
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V’emploi du langage courant en de telles circonstances (par exemple la possibilité 
de reconnaître qu’une lettre de l’alphabet est «la même» à deux endroits 
différents d’une page, etc.). Il n’est guère possible non plus d’entreprendre une 
telle description sans faire usage de la numération; bien que de bons esprits aient 
pu sembler embarrassés de ce fait, jusqu’à y voir une pétition de principes, il est 
clair qu’en l’occurrence les chiffres ne sont utilisés que comme repères (que l’on 
pourrait d’ailleurs remplacer par d’autres signes tels que des couleurs ou des 
lettres), et qu’on ne fait aucun raisonnement mathématique lorsqu’on dénombre 
les signes qui figurent dans une formule explicitée. Nous ne discuterons pas de la 
possibilité d’enseigner les principes du langage formalisé à des êtres dont le 
développement intellectuel n’irait pas jusqu’à savoir lire, écrire et compter. 


Si la mathématique formalisée était aussi simple que le jeu d’échecs, une fois 
décrit le langage formalisé que nous avons choisi, il n’y aurait plus qu’à rédiger 
nos démonstrations dans ce langage, comme l’auteur d’un traité d’échecs écrit 
dans sa notation les parties qu’il se propose d’enseigner, en les accompagnant au 
besoin de commentaires. Mais les choses sont loin d'être aussi faciles, et point 
n’est besoin d’une longue pratique pour s’apercevoir qu’un tel projet est absolu- 
ment irréalisable; la moindre démonstration du début de la Théorie des Ensembles 
exigerait déjà des centaines de signes pour être complètement formalisée. Dès le 
Livre I de ce Traité s’impose donc la nécessité impérieuse d’abréger le texte 
formalisé par l'introduction de mots nouveaux (dits «symboles abréviateurs ») et 
des règles de syntaxe additionnelles (dites «critères déductifs ») en assez grand 
nombre. Ce faisant, on obtient des langages beaucoup plus maniables que le 
langage formalisé proprement dit, et dont un mathématicien tant soit peu 
expérimenté a la conviction qu'ils peuvent être considérés comme des transcrip- 
tions sténographiques de celui-ci. Mais on n’a déjà plus la certitude que le passage 
de l’un de ces langages à l’autre pourrait se faire d’une manière purement 
mécanique; du moins faudrait-il, pour qu’on en fût assuré, compliquer les règles 
de syntaxe gouvernant l’emploi des mots nouveaux à tel point que leur utilité 
deviendrait illusoire; la, comme en calcul algébrique et dans l'emploi de presque 
toutes les notations dont se servent ordinairement les mathématiciens, on 
préfère un instrument maniable à un autre théoriquement plus parfait, mais par 
trop incommode. 

Comme le verra le lecteur, l'introduction de ce langage condensé s'accompagne 
de « raisonnements » d’un type particulier, qui appartiennent à ce qu’on appelle 
la Métamathématique. Cette discipline, faisant complètement abstraction de toute 
signification qu’on aura pu à l’origine attribuer aux mots ou phrases des textes 
mathématiques formalisés, considère ces textes comme des objets particulièrement 
simples, assemblages d’objets préalablement donnés dont seul importe l’ordre 
qu’on leur assigne. Et, de même par exemple qu’un traité de chimie annonce 
d’avance le résultat d’une expérience effectuée dans des conditions données, les 
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« raisonnements » métamathématiques affirmeront d’ordinaire qu’apres une 
succession d’opérations sur un texte d’un type donné, le texte final sera d’un autre 
type donné. Dans les cas les plus simples, ces affirmations sont à vrai dire de purs 
truismes (qu’on pourrait par exemple comparer au suivant: « quand, dans un sac 
de billes contenant des billes noires et des billes blanches, on remplace toutes les 
billes noires par des billes blanches, il ne reste plus dans le sac que des billes 
blanches »; cf. I, p. 17). Mais on rencontre très tôt (cf. I, p. 20) des exemples où 
l'argumentation prend une tournure typiquement mathématique, avec emploi 
prédominant d’entiers arbitraires et du raisonnement par récurrence. Si nous 
avons écarté ci-dessus l’objection contre l'emploi de la numération dans la 
description d’un langage formalisé, il n’est plus possible ici de nier le danger d’une 
pétition de principes, puisque, dès le début, on semble faire usage de toutes les 
ressources de l’arithmétique, alors qu’on se propose, entre autres, d’en exposer les 
fondements. À cela certains pensent pouvoir répondre que, dans ce genre de 
raisonnements, ils ne font que décrire des opérations susceptibles d’être effectuées 
et contrôlées, et pour cette raison ils y puisent une conviction d’un autre ordre 
que celle qu’ils accordent à la mathématique proprement dite. Il semble plus 
simple de dire qu’on pourrait se passer de ces raisonnements métamathématiques 
si la mathématique formalisée était effectivement écrite: au lieu d’utiliser les 
«critères déductifs », on recommencerait chaque fois les suites d'opérations qu’ils 
ont pour but d’abreger en prédisant leur résultat. Mais la mathématique forma- 
lisée ne peut être écrite tout entière; force est donc, en définitive, de faire confiance 
à ce qu’on peut appeler le sens commun du mathématicien; confiance analogue à 
celle qu'un comptable ou un ingénieur accorde à une formule ou une table 
numérique sans soupçonner l'existence des axiomes de Peano, et qui finalement 
se fonde sur ce qu’elle n’a jamais été démentie par les faits. 

Nous abandonnerons donc très tôt la Mathématique formalisée, mais non sans 
avoir pris soin de tracer avec précision le chemin par lequel on y pourrait 
revenir. Les facilités qu’apportent les premiers « abus de langage » ainsi introduits 
nous permettront d'écrire le reste de ce Traité (et en particulier le fascicule de 
résultats du Livre I) comme le sont en pratique tous les textes mathématiques, 
c’est-à-dire en partie en langage courant et en partie au moyen de formules 
constituant des formalisations partielles, particulières et incomplètes, et dont celles 
du calcul algébrique fournissent l’exemple le plus connu. Souvent même on se 
servira du langage courant d’une manière bien plus libre encore, par des abus de 
langage volontaires, par l’omission pure et simple des passages qu’on présume 
pouvoir être restitués aisément par un lecteur tant soit peu exercé, par des 
indications intraduisibles en langage formalisé et destinées à faciliter cette restitu- 
tion. D’autres passages également intraduisibles contiendront des commentaires 
destinés à rendre plus claire la marche des idées, au besoin par un appel à 
l'intuition du lecteur; l'emploi des ressources de la rhétorique devient dès lors 
légitime, pourvu que demeure inchangée la possibilité de formaliser le texte. Les 
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premiers exemples en seront donnés, des ce Livre, au chapitre III, qui expose la 
théorie des entiers et des cardinaux. 

Ainsi, rédigé suivant la méthode axiomatique, et conservant toujours présente, 
comme une sorte d'horizon, la possibilité d’une formalisation totale, notre Traité 
vise à une rigueur parfaite; prétention que ne démentent point les considérations 
qui précèdent, ni les feuillets d’errata au moyen desquels nous corrigeons les 
erreurs qui se glissent de temps à autre dans le texte. Du fait que nous cherchons 
à nous tenir constamment aussi près d’un texte formalisé qu’il semble possible 
sans longueurs insupportables, la vérification, en principe, est aisée; les erreurs 
(inévitables dans une pareille entreprise) peuvent être localisées sans excessive 
perte de temps, et le risque de les voir entacher de nullité un chapitre ou un 
Livre entier demeure très faible. 


C’est dans le même esprit réaliste que nous envisageons ici la question de la 
non-contradiction, l’une de celles qui ont le plus préoccupé les logiciens modernes, 
et qui sont en partie à l’origine de la création des langages formalisés (cf. Note 
historique des chap. I à IV). On dit qu’une théorie mathématique est contra- 
dictoire si l’on y a démontré à la fois un théorème et sa négation; des règles de 
raisonnement usuelles, qui sont à la base des règles de la syntaxe des langages 
formalisés, il résulte alors que tout théorème est à la fois vrai et faux dans cette 
théorie, qui perd en ce cas tout intérêt. Si donc on a abouti involontairement à 
une contradiction, on ne peut la laisser subsister sans que soit rendue vaine la 
théorie où elle s’insère. 

Peut-on acquérir la certitude que cela n’arrivera jamais? Sans entrer à ce 
propos dans un débat hors de notre compétence sur la notion même de certitude, 
observons que la métamathématique peut se proposer d'examiner les problèmes 
de non-contradiction par ses méthodes propres. Qu’une théorie soit contradictoire 
revient en effet à dire qu’elle comporte une démonstration formalisée correcte 
aboutissant à la conclusion 0 # 0. Or la métamathématique peut chercher, par 
des procédés de raisonnement empruntés à la mathématique, à approfondir la 
structure de ce texte formalisé supposé écrit, pour arriver enfin à « démontrer » 
Pimpossibilité d’un tel texte. En fait, on a donné de telles « démonstrations » pour 
certains langages formalisés partiels, moins riches que celui que nous nous 
proposons d’introduire, mais assez riches pour qu’on y puisse écrire une bonne 
partie de la mathématique classique. On peut se demander, il est vrai, ce qu’on 
a « démontré » ainsi; car, si la mathématique était contradictoire, certaines de ses 
applications aux objets matériels, donc en particulier aux textes formalisés, 
risqueraient de devenir illusoires; il faudrait, pour échapper à ce dilemme, que la 
non-contradiction d’un langage formalisé pût être « démontrée » par des raisonne- 
ments formalisables dans un langage moins riche et partant plus digne de 
confiance; or un théorème célèbre de métamathématique, dû à Güdel, dit que 
cela est impossible s’il s’agit d’un langage du type de celui que nous décrirons, et 
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suffisamment riche en axiomes pour permettre de formuler les résultats de 
Parithmétique classique. 

Au contraire, dans les démonstrations de non-contradiction « relative » (c’est- 
à-dire celles qui établissent la non-contradiction d’une théorie en supposant qu’une 
autre théorie, par exemple celle des ensembles, n’est pas contradictoire), la partie 
métamathématique du raisonnement (cf. I, p. 30) est tellement simple qu’il ne 
semble guère possible de la mettre en doute sans renoncer à tout emploi rationnel 
de nos facultés intellectuelles. Puisque les diverses théories mathématiques sont 
maintenant rattachées logiquement à la Théorie des Ensembles, il s’ensuit que 
toute contradiction rencontrée dans une de ces théories donnerait lieu à une 
contradiction dans la Théorie des Ensembles elle-même. Ce n’est évidemment pas 
là un argument permettant de conclure à la non-contradiction de la Théorie des 
Ensembles. Toutefois, depuis 50 ans qu’on a formulé avec assez de précision les 
axiomes de cette théorie et qu’on s’est appliqué à en tirer des conséquences dans 
les domaines les plus variés des mathématiques, on n’a jamais rencontré de 
contradiction, et on est fondé à espérer qu’il ne s’en produira jamais. 

S'il en était autrement, c’est que la contradiction observée serait inhérente 
aux principes mêmes qu’on a mis à la base de la Théorie des Ensembles; ceux-ci 
seraient donc à modifier, sans compromettre si possible les parties de la mathé- 
matique auxquelles on tient le plus; il est clair qu’on y parviendrait d’autant plus 
facilement que l’usage de la méthode axiomatique et d’un langage formalisé aura 
permis de formuler plus distinctement ces principes et d’en séparer plus nettement 
les conséquences. C’est d’ailleurs à peu près ce qui s’est passé à date récente, 
lorsqu'on a éliminé les « paradoxes » de la Théorie des Ensembles par l'adoption 
d’un langage formalisé essentiellement équivalent à celui que nous décrivons ici; 
c’est une révision semblable qu’il faudrait entreprendre si ce dernier à son tour se 
révélait contradictoire. 

En résumé, nous croyons que la mathématique est destinée à survivre, et qu’on 
ne verra jamais les parties essentielles de ce majestueux édifice s’Ecrouler du fait 
d’une contradiction soudain manifestée; mais nous ne prétendons pas que cette 
opinion repose sur autre chose que sur l’experience. C’est peu, diront certains. 
Mais voilà vingt-cinq siècles que les mathématiciens ont l'habitude de corriger 
leurs erreurs et d’en voir leur science enrichie, non appauvrie; cela leur donne le 
droit d’envisager l’avenir avec sérénité. 


CHAPITRE I 


Description 
de la mathématique formelle 


$ 1. TERMES ET RELATIONS 


1. Signes et assemblages 


Les signes d’une théorie mathématique Z + sont les suivants: 
1° Les signes logiques?! C], Tt, V, 3. 
2° Les lettres. 

Nous entendons par là les lettres majuscules et minuscules latines, affectées 
d’accents. Ainsi, A, A’, A”, A”,..., sont des lettres. A tout endroit du texte, il est 
possible d’introduire des lettres autres que celles qui figuraient dans les raisonne- 
ments antérieurs. 

3° Les signes spécifiques, qui dépendent de la théorie considérée. 


En Théorie des Ensembles, nous n’utiliserons que les deux signes spécifiques: 
=, €. ` 
Un assemblage de F est une succession de signes de 7 écrits les uns à côté des 
autres, certains signes distincts des lettres pouvant être joints deux à deux par des 
traits qui courent au-dessus de la ligne et qu’on appelle des liens. * Ainsi, dans la 
théorie des ensembles, où € est une signe spécifique, 


tr V 7e[lA'ef[]A" 
est un assemblage. , 


L'usage exclusif des assemblages conduirait à des difficultés typographiques et 
mentales insurmontables. C’est pourquoi les textes courants utilisent des symboles 
abréviateurs (notamment des mots du langage ordinaire), qui n’appartiennent pas à 


1 Le sens de cette expression se précisera progressivement au cours de ce chapitre. 
3 Pour la signiñcation intuitive de ces signes, voir I, p. 18, Remarque. 
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la mathématique formelle. L'introduction de ces symboles est l’objet des définitions. 
Leur emploi n'est pas théoriquement indispensable, et prête souvent à des confusions que 
seule une certaine habitude permet d'éviter. 


Exemples. — 1) L’assemblage v - se représente par =. 


2) Les symboles suivants représentent des assemblages (d’ailleurs fort longs) : 


«3et4» 
9] 
N 
Zz 
« la droite numérique » 
«la fonction I » 
feg 
z= V2+ V3 
le2 
«tout corps fini est commutatif » 


«les zéros de Ķ(s) autres que —2, —4, —6,... sont sur la droite #(s) = 4». 

En général, le symbole qu’on utilise pour représenter un assemblage contient 
toutes les lettres qui figurent dans cet assemblage. Parfois cependant, on peut en- 
freindre ce principe sans grand risque de confusion. * Par exemple « la complétion de 
E » représente un assemblage qui contient la lettre E, mais qui contient aussi la lettre 
représentant l’ensemble des entourages de la structure uniforme de E. Par contre 
% f(x) dx représente un assemblage où ne figure pas la lettre x (ni la lettre d); les 


assemblages représentés par N, Z, «la fonction T » ne contiennent aucune lettre... 


Une théorie mathématique (ou simplement fhéorie) comporte des règles permettant 
de dire que certains assemblages de signes sont des fermes ou des relations de la 
théorie, et d’autres règles permettant de dire que certains assemblages sont des 
théorèmes de la théorie. 


La description de ces règles, qui va être faite dans ce chapitre, n'appartient pas à la 
mathématique formelle; il y intervient des assemblages plus ou moins indéterminés, 
par exemple des lettres indéterminées. Pour alléger l'exposé, il est commode de désigner 
ces assemblages par des symboles peu encombrants. Nous utiliserons notamment des 
combinaisons de signes (d’une théorie mathématique), de lettres italiques grasses 
(éventuellement affectées d’indices ou d’accents) et de symboles particuliers, dont on 
va donner quelques exemples. Comme on veut seulement éviter des circonlocutions (cf. note ? 
de I, p. 25), on n’énoncera pas de règles strictes et générales relatives à l’emploi de ces 
symboles; le lecteur pourra reconstituer sans peine, dans chaque cas particulier, 
l’assemblage dont il s’agit. Par abus de langage, on dira souvent que les symboles 
employés sont des assemblages, au lieu de dire qu’ils désignent des assemblages; des 
expressions telles que « assemblage À » ou «la lettre x », dans l’énoncé des règles qui 
suivent, devraient donc être remplacées par « l’assemblage désigné par A » ou «la 
lettre désignée par x% >». 


Soient A et B des assemblages. On désignera par AB assemblage obtenu en 
écrivant l'assemblage B à la droite de l’assemblage A. On désignera par vAıB 
l'assemblage obtenu en écrivant de gauche à droite le signe v , l'assemblage A, le 
signe 1, l'assemblage B. Etc. 

Soient A un assemblage, et x une lettre. On désignera par r,(A) l'assemblage 
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obtenu de la manière suivante: on forme l’assemblage rA, on joint par un lien 
chaque occurrence de x dans A au r écrit à la gauche de À, et on remplace x, en 
chacune de ses occurrences, par un []. L’assemblage désigné par r,(A) ne contient 
donc pas x. 


l 
Exemple. — Le symbole t,(E xy) représente l'assemblage te Oy. 





Soient A et B des assemblages, et x une lettre. L’assemblage obtenu en rem- 
plaçant x, en chacune de ses occurrences dans A, par assemblage B, se désigne 
par (B | x)A (lire: B remplace x dans A). Si x ne figure pas dans A, (B | x)A est 
donc identique à A; en particulier (B | x)r,(A) est identique à ṣ,({A). 


Exemple. — Lorsque dans l'assemblage 


V Exy = XX 


ue 


on remplace x par [7 en chacune de ses occurrences, on obtient l’assemblage 
VE Uy = DD. 

Lorsque, étant donné un assemblage A, on s'intéresse particulièrement à une 
lettre x, ou à deux lettres distinctes x et y (qui peuvent ou non figurer dans A), on 
écrit souvent Aisi ou Aëx, y$. Dans ce cas, on écrit A{B} au lieu de (B | x) A. On 
désigne par AB, Ci l'assemblage obtenu en remplaçant simultanément x par B et 
y par C en toutes leurs occurrences dans A (on notera que x et y peuvent figurer 
dans B et dans C); si x’ et y’ sont des lettres distinctes de x et de y et distinctes 
entre elles, ne figurant ni dans A, ni dans B, ni dans C, AÏB, C! n’est autre que 
(B|+)(C | ya | #)(y | y)A. 


Remarque. -—- Quand on introduit, par une définition, un symbole abréviateur © pour 
représenter un certain assemblage, on convient (en général de façon tacite) de 
représenter l’assemblage obtenu par la substitution à une lettre x d’un assemblage B 
dans l'assemblage initial, par le symbole obtenu en remplaçant la lettre x dans X par 
lPassemblage B (ou plus fréquemment par un symbole abréviateur représentant 
Passemblage B). 

* Par exemple, après avoir précisé quel assemblage représente le symbole E Q F, 
où E et F sont des lettres, -— assemblage qui, d’ailleurs, contient d’autres lettres que 
E et F — on utilisera sans explications le symbole Z @ F., 

Cette règle peut conduire à des confusions qu’on évite par des artifices typo- 
graphiques variés, dont le plus fréquent consiste à remplacer x par (B) au lieu de B. 

* Par exemple, M O N désigne un assemblage contenant la lettre N. Si on 
substitue à N l’assemblage représenté par PU Q on obtient un assemblage que l’on 
désigne par MN (PU O)., 


2. Criteres de substitution 


La mathématique formelle ne comporte que des assemblages explicitement écrits. 
Cependant, même avec l’usage des symboles abréviateurs, un développement de 
la mathématique strictement conforme à ce principe conduirait à des raissonne- 
ments extrêmement longs. Aussi allons-nous. établir dans ce Livre des critères, 
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concernant des assemblages indéterminés, et dont chacun décrira une fois pour 
toutes le résultat final d’une succession déterminée de manipulations sur ces 
assemblages. Ces critères ne sont donc pas théoriquement indispensables; leur 
justification appartient à la métlamathématique. 


Le développement de la métamathématique nécessite lui-même pratiquement 
Pusage de symboles abréviateurs, dont certains ont déjà été indiqués. La plupart de 
ces symboles seront aussi utilisés en mathématique. 


On se servira des critères suivants, appelés critères de substitution: 


CS1. Soient A et B des assemblages, x et x’ des lettres. Si x’ ne figure pas dans A, 
(B | x) A est identique à (B | x'}(x° | x) A. 


CS2. Soient A, Bet C des assemblages, x ct y des lettres distinctes}. Si y ne figure pas 
dans B, (Bi x)\(C | y)A est identique à (C’|y)(B|x)A, où C’ est assemblage 
(B | x)C. 


CS3. Soient A un assemblage, x et x” des lettres. Si x’ ne figure pas dans À, T,( A) est 
identique à ty (A'), où A’ est l'assemblage (x | x) A. 


CS4. Soient A et B des assemblages, x et y des lettres distinctes. Si x ne figure pas dans 
B, (B | y)t.(A) est identique à x,( A"), où A’ est l'assemblage (B | y) A. 


CS5. Soient A, B, C des assemblages, x une lettre. Les assemblages (C | x)(=A), 
(C|x)(v AB), (C|x)(>AB), (C|x)(sAB) (s signe spécifique) sont identiques 
respectivement à A’, vA'B', =A'B', sA'B’, où A’, B’ sont respectivement (C | x), 
(C | x)B. 


Indiquons par exemple le principe de la vérification de CS2. Comparons l’opera- 
tion qui fait passer de A à (B|x)}(C | y)A à opération qui fait passer de A à 
(C' | y)(B | x) A. Dans les deux opérations, aucun signe figurant dans A ct distinct 
de x et de y n’est modifié, A chaque endroit où figure x dans A, on doit substituer B 
à x dans la première comme dans la seconde opération: c’est évident pour la première, 
ct pour la seconde cela résulte de ce que y ne figure pas dans B. Enfin, à chaque 
endroit où figure y dans À, la première opération consiste à substituer C à y, puis 
B à x à chaque endroit où figure x dans C; mais il est clair que cela revient à sub- 
stituer à y, à chaque endroit où il figure dans A, l'assemblage (B | x)C. 


3. Constructions formatives 


A chaque signe spécifique est associé un nombre entier, appelé son poids (pratique- 
ment toujours le nombre 2). 

Un assemblage est dit de premiere espèce s'il commence par un r, ou s’il se 
réduit à une lettre, de deuxième espèce dans les autres cas. 

Une construction formative d’une théorie 7 est une suite d’assemblages qui 


1 Conformément à ce qui a été signalé (I, p. 15), la phrase «x et y sont des lettres distinctes » est 
un abus de langage pour dire que X et y désignent des lettres distinctes dans les assemblages que l’on 
considère. 
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possède la propriété suivante: pour chaque assemblage À de la suite, l’une des 
conditions ci-dessous est vérifiée: 

a) À est une lettre. 

b) Ilya, dans la suite, un assemblage de deuxième espèce B précédant A, tel 
que À soit B. 

c) U y a deux assemblages de deuxième espèce B et C précédant A (distincts 
ou non) tels que À soit v BC. 

d) Ilya un assemblage de deuxième espèce B précédant A et une lettre x tels 
que À soit t,(B). 

e) Il y a un signe spécifique s de poids n! de Z, et n assemblages de premiere 
espèce A], A,,..., À, précédant À, tels que À soit sA,4,...A,. 

On appelle termes (resp. relations) de 7 les assemblages de première espèce 
(resp. de deuxième espèce) figurant dans les constructions formatives de F. 


Exemple. — * Dans la théorie des ensembles, où € est un signe spécifique de poids 2, 
la suite des assemblages que voici est une construction formative: 


A 
A’ 
A” 
€ AA’ 
€ AA” 
7 € AA’ 
VE AA E AA” 


F 


ra | 
tvie QA e DA’. 


Donc l'assemblage donné en exemple au n° 1 est un terme de la theorie des 
ensembles. 


Remarque. — Intuitivement, les termes sont des assemblages qui représentent des 
objets, les relations sont des assemblages qui représentent des assertions que l’on peut 
faire sur des objets. La condition a) signifie que les lettres représentent des objets. La 
condition b) signifie que, si B est une assertion, nB, qu’on appelle la négation de B, 
est une assertion (qui se lit: non B). La condition c) signifie que, si B et C sont des 
assertions, V BC, qu’on appelle la disjonction de B et C, est une assertion (qui se lit: 
B ou C}; ainsi = BC est une assertion (qui se lit: «non B ou C », ou « B implique G », 
ou « B entraîne C»). La condition d) signifie que, si B cst une assertion et x une lettre, 
tx(B) est un objet; considérons l’assertion B comme exprimant une propriété de 
l’objet x; alors, s’il existe un objet possédant la propriété en question, tx(B) représente 
un objet privilégié qui possède cette propriété: sinon, t,(B) représente un objet dont 
on nc peut rien dire. Enfin, la condition e) signifie que, si Ay, 4:,..., A, sont des 
objets, et s un signe spécifique de poids n, sA,Aa... A, est une assertion relative aux 
objets A,,..., An- 


Exemples. — Les symboles æ, N, «la droite numérique », «la fonction T», fog, 
représentent des termes, Les symboles z = V2 + V3, 1e2, «tout corps fini est 
commutatif», «les zéros de L(s) autres que —2, —4, —6,..., sont sur la droite 
R(s) = 4», représentent des relations. Le symbole « 3 et 4 » ne représente ni un terme, 
ni une relation. 


1 Comme il a été dit ci-dessus, on pourrait, pour développer les théories mathématiques actuelles, 
se borner à ne considérer que des signes spécifiques de poids 2, et par conséquent ne pas utiliser 
l’expression « nombre entier n » dans la définition d’une construction formative. 
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Le signe initial d’une relation est v, 3 ou un signe spécifique; le signe initial 
d’un terme est +, à moins que le terme ne se réduise à une lettre. En effet, l’asser- 
tion relative aux termes résulte de ce qu’un terme est un assemblage de première 
espèce. Si À est une relation, À figure dans une construction formative, n’est pas 
une lettre et ne commence pas par un t; donc trois cas sont possibles: 1) A est 
précédé d’un assemblage B tel que A soit B; 2) A est précédé par deux assem- 
blages B et C tels que A soit V BC; 3) A cst précédé par des assemblages 
A, A», -.., À, tels que À soit SA,A,...A,, $ étant un signe spécifique. 


4, Critères formatifs 


CF1. Si À et B sont des relations d’une théorie 7, v AB est une relation de T 

En effet, considérons deux constructions formatives (de 7) dont P une 
contient À et l’autre B. Considérons la suite d’assemblages obtenue en écrivant 
d’abord les assemblages de la première construction, puis les assemblages de la 
deuxième, puis V AB. Comme À et B sont de deuxième espèce, on vérifie aussitôt 
que cette suite est une construction formative de 7. L’assemblage v AB est de 
deuxième espèce, donc est une relation de 7 

On établit de façon analogue les trois critères suivants: 


CF2. Si À est une relation d’une théorie T, 7A est une relation de T 
CF3. Si À est une relation d’une théorie T, et x une lettre, (A) est un terme de T. 


CF4. Si A,, 4,,..., À, sont des termes d’une théorie T, et s un signe spécifique de 
poids n de 7, SA; Az.. A est une relation de T 


Ces critères entraînent aussitôt le suivant: 
CF5. Si À et B sont des relations d'une théorie 7, => AB est une relation de T 


CF6. Soit Ai, A2,..., À, une construction formative d’une théorie J, x et y des 
lettres. Supposons que y ne T igure pas dans les A,. Alors, (y | x)A;, (y|x)A,,..., 
(y | x) A, est une construction formative de F`. 

En effet, soit A; l'assemblage (y | x) A;. Si A, est une lettre, A; est une lettre. 
Si A, est de la forme -4,, où A, est un assemblage de deuxième espèce qui 
précède A, dans la construction, A; est identique à 7A; d’après CS5, et A; est un 
assemblage de deuxième espèce. On raisonne de façon analogue si A, est de la 
forme vV A;4, ou sA,A,,...A,,, S étant un signe spécifique de 7. Si enfin A, est 
de la forme t,(A;), où A, est un assemblage de deuxième espèce précédant A; 
dans la construction, plusieurs cas peuvent se présenter: 

a) z est une lettre distincte de x et de y; alors A; est identique à 7,(A}) 
d’après CS4, et À; est un assemblage de deuxième espèce; 

b) z est identique à x: alors A, ne contient pas x, donc A; est identique à A,, 
c’est-à-dire à t.(A;); comme y ne figure pas dans A,, 7,(A,) est identique à 
v,(A;) d’après CS3; 
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c) z est identique à y: alors A, est l’assemblage tA, puisque y ne figure pas 
dans A,; donc À; est l’assemblage tA}, c'est-à-dire r„(A}), u étant une lettre qui 
ne figure pas dans A}. 


CF7. Soient A une relation (resp. un terme) d’une théorie F, x et y des lettres. Alors 
(y | x) A est une relation (resp. un terme) de F. 

Soit A), Az,..., À, une construction formative où figure A. Montrons de 
proche en proche que, si A, est une relation (resp. un terme), (y | x) A,, que nous 
désignerons par A}, est une relation (resp. un terme). Supposons ce point établi 
pour A,, 42,..., A;-1 et établissons-le pour A,. Si A, est une lettre, A; est une 
lettre. Si A, est précédé dans la construction par une relation A, telle que A, soit 
7A, A; est identique à 7A;, d’après CS5, et 1A; est une relation d’après CF2. 
On procède de façon analogue si A, est précédé par des relations A,, A, telles que 
A; soit V A,A,,ou par des termes À;,..., A,, tels que A, soitsA,,... A, ,oüs 
est une signe spécifique de 7 de poids m. Si enfin A, est précédé par une relation 
A, telle que A, soit T,(A,), plusieurs cas peuvent se présenter: 

a) z est distinct de x et de y: alors A; est identique à t,( A;) d’après CS4, et on 
sait déjà que A; est une relation, donc A; est un terme d’après CF3; 

b) z est identique à x: alors A, ne contient pas x, donc A; est identique à A,, 
et par suite est un terme; 

c) z est identique à y. Soit alors u une lettre distincte de x et de y, et qui ne 
figure pas dans A,, 4:,..., A,; d’après CF6, la suite d’assemblages (u | y)A,, 
..., (u | y)A;, que nous désignerons par A7,..., A}, constitue une construction 
formative de 7; comme y ne figure plus dans cette nouvelle construction, 
(y | #)45,..., (y | #) 4; est une construction formative en vertu de CF6, de sorte 
que (y | x) A; est une relation de 7; par suite, t,((y | #) A’) est un terme de 7. 
Mais ce terme est identique à (y | x)t,(4;) d’après CS4, donc à (y | x)r,(A,) 
d’après CS3, donc à Ai. 


CF8. Soient A une relation (resp. un terme) d’une théorie 7, x une lettre et T un 
terme de T. Alors (T | x) A est une relation (resp. un terme) de T. 

Soit A,, A,,..., À, une construction formative où figure A. Soient #,, %9,..., 
x, les lettres distinctes qui figurent dans T. Associons à chaque lettre x, une lettre 
x; distincte de x,,..., x, et des lettres figurant dans A,,..., Ap, de façon que les 
lettres x°,..., %, soient deux à deux distinctes. L’assemblage 


si La) |) (AT 
est une terme T’ d’après CF7, et (T | x)A est identique à 
(£1 | 81) (82 a)... (8, LT R)A 
par application de CS1. Il suffit donc de montrer que (T’ | x) A est une relation 
(resp. un terme): autrement dit, on peut supposer désormais que les lettres qui 


figurent dans T ne figurent pas dans A,,..., A,. 
Montrons alors de proche en proche que, si A, est une relation (resp. un 
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terme), (T | x) A; que nous désignerons par A;, est une relation (resp. un terme). 
Supposons ce point établi pour A,, 4:,..., A;_, et établissons-le pour A,. Si A, 
est une lettre, A; est, soit cette lettre, soit T, donc un terme. Si À, est de la forme 
7A,, A, étant une relation qui précède A, dans la construction, A; est identique à 
7A; d’après CS5, et on sait déjà que A; est une relation, donc À; est une relation 
d’après CF2. On procède de façon analogue si A, est de la forme v A,A,, ou 
sA,...A,,. Si enfin A, est de la forme 7,(A,), où A, est une relation qui précède 
A, dans la construction, plusieurs cas peuvent se présenter: 

a) z est distinct de x et des lettres figurant dans T; alors A; est identique à 
t.(A;) d’après CS4, et on sait déjà que A; est une relation; donc A; est un terme 
d’après CF3; 

b) z est identique à x: alors A, ne contient pas x, donc A; est identique à A; 
et est par suite un terme; 

c) z figure dans T; alors z ne figure pas dans A, de sorte que À, est identique 
à tA,, donc À; à TA}; or, on sait déjà que À; est une relation, et tA; est identique 
à tu(A;), u étant une lettre qui ne figure pas dans A}; il en résulte que A; est un 
terme d’après CF3. 

Intuitivement, si A est une relation de J, que nous pouvons considérer comme 
exprimant une propriété de l’objet x, affirmer (B | x)A revient à dire que l’objet B 
possède cette propriété. Si A est un terme de J, il représente un objet qui dépend 


d’une certaine manière de l’objet désigné par x; le terme (B | x) A représente ce que 
devient l’objet A quand on prend pour & l’objet B. 


$ 2. THÉORÈMES 


Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous écrirons désormais, st A est une relation, non(A) 
au lieu de nA. Si À et B sont des relations, nous écrirons « (A) ou (B) » au lieu de v AB, 
et (A) = (B) au lieu de = AB. Parfois, nous supprimerons les parenthèses. Le lecteur 
pourra déterminer sans peine, dans chaque cas, de quel assemblage il s’agit. 


1. Axiomes 


La donnée des signes spécifiques définit, nous l’avons vu, les termes et les relations 
d’une théorie 77, Pour achever de construire J, on fait ce qui suit: 

1° On écrit d’abord un certain nombre de relations de 7; on dit que ce sont 
les axiomes explicites de F ; les lettres qui figurent dans les axiomes explicites sont 
appelées les constantes de T`. 

2° On se donne une ou plusieurs règles, ! qu’on appelle les schémas de F, et qui 
doivent présenter les particularités suivantes: a) l’application d’une telle règle Z 

1 Ces règles seront exprimées en utilisant, pour abréger, les symboles dont nous avons parlé (et 


notamment les lettres italiques grasses) (I, p. 15); mais il serait facile de se passer complètement de 
Pemploi de ces symboles pour les formuler (voir I, p. 25, note +). 
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fournit une relation de 7; b) si T est un terme de 7, x une lettre, R une relation 
de 7 construite par application du schéma 4, la relation (T | x)R peut encore se 
construire par application de 2. 


Dans tous les cas que nous envisagerons, la vérification de ces conditions sera 
toujours facile. 


Toute relation, formée par application d’un schéma de 7, est appelée axiome 
implicite de F`. 

Intuitivement, les axiomes représentent, soit des assertions évidentes, soit des 
hypothèses dont on s’apprête à tirer des conséquences; les constantes représentent des 
objets bien déterminés, pour lesquels les propriétés exprimées par les axiomes 
explicites sont supposées vraies. Au contraire, si la lettre x n’est pas une constante, elle 
représente un objet complètement indéterminé; si une propriété de l’objet x est 
supposée vraie par un axiome, cet axiome est nécessairement implicite, de sorte que 
la propriété est encore vraie d’un objet T quelconque. 


2. Démonstrations 


Un texte démonstratif d’une théorie J comporte: 
1° Une construction formative auxiliaire de relations et de termes de 7. 
2° Une démonstration de J, c’est-à-dire une suite de relations de 7 figurant 
dans la construction formative auxiliaire, telles que, pour chaque relation R de la 
suite, l’une au moins des conditions suivantes soit vérifiée: 
a,) R est un axiome explicite de 7; 
a) R résulte de l'application d’un schéma de 7 à des termes ou relations 
figurant dans la construction formative auxiliaire; 
b) il y a dans la suite deux relations S, T précédant R, telles que T soit 
S>R. 
Un théorème de F est une relation figurant dans une démonstration de T. 
Cette notion est donc essentiellement relative à l’état de la théorie considérée, au 
moment où on la décrit: une relation d’une théorie Z devient un théorème de 7 
lorsqu'on a réussi à l’insérer dans une démonstration de 7. Dire qu’une relation de 7 
«n’est pas un théorème de F » ne peut avoir de sens en Mathématique si on ne précise 
pas le stade du développement de Z auquel on se réfère. 
Au lieu de «théorème de 7 », on dit aussi «relation vraie dans Z » (ou 
« proposition », «lemme », « corollaire », etc.). Soit R une relation de J, x une 
lettre, T un terme de 7; si (T | x)R est un théorème de 7, on dit que T vérifie 
dans F la relation R (ou est une solution de R), quand R est considérée comme rela- 
tion en &. 
Dans les mathématiques courantes, on omet le plus souvent de préciser que les 
relations écrites constituent une démonstration. 
Une relation est dite fausse dans 7 si sa négation est un théorème de 7. On 
dit qu’une théorie 7 est contradictoire quand on a écrit une relation qui est à la fois 
vraie et fausse dans 7. 
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Ici encore, il s’agit bien entendu d’une notion relative à un stade déterminé du 
développement d’une théorie. On se gardera de la confusion (malheureusement 
suggérée par le sens intuitif du mot « faux ») qui consisterait à croire que, lorsqu'on a 
prouvé qu’une relation R est fausse dans J , on a par là même établi que R « n’est pas 
vraie » dans J (cette dernière phrase n’ayant à proprement parler aucun sens précis 
en Mathématique, comme on l’a vu plus haut). 


Nous donnerons dans ce qui suit des critères métamathématiques dits critères 
déductifs, qui permettent d’abréger les démonstrations. Ces critères seront désignés 
qu} 
par la lettre C suivie d’un numéro. 


C1 (syllogisme). Soient A et B des relations d’une théorie 7. Si A et A = B sont 
des théorèmes de T°, B est un théorème de 7. 

En cffet, soit Ri, R:,...,R, une démonstration de J où figure A, et 
Si, So... S, une démonstration de Z où figure À = B. Il est évident que 
R,,R:,...,R,, Sis So.. Sp est une démonstration de Z où figurent A et 
A = B. Donc 


R;, Rə, eg Rn, S., So.. 29 Sp, B 


est une démonstration de 7, ce qui prouve que B est un théorème de 7. 


3. Substitutions dans une théorie 


Soient Z une théorie, A,, A:,..., A, ses axiomes explicites, x une lettre, T un 
terme de 7. Soit (T | x}7 la théorie dont les signes et les schémas sont les 
mêmes que ceux de 7, et dont les axiomes explicites sont (T | x) A, (T|x)A,, 
UT IAA: 


C2. Soient A un théorème d’une théorie T, T un terme de 7, x une lettre. Alors 
(T | x) A est un théorème de (T | x)7. 

En effet, soit R,, R;,..., R, une démonstration de 7 où figure A. Considé- 
rons la suite (T | x) R}, (T | x)R;,,...,(T |4%)R,, qui est une suite de relations de 
T d'après CF8 (I, p. 20). On va voir que c’est une démonstration de (T |x)7, 
ce qui établira le critère. Si R, est un axiome implicite de 7, (T | x)R, est en- 
core un axiome implicite de 7 (I, p. 22), donc de (T |x)7. Si Rẹ est un 
axiome explicite de 7, (T | x)R, est un axiome explicite de (T | x)7. Enfin, 
se R, est précédée des relations R; ct R, R, étant R, = Rẹ (T | x)R, est 
précédée de (T | x}R, et de (T | x) R; et cette dernière relation est identique à 
(T |x)R, > (T | x)R, {critère CS5). 


C3. Soient A un théorème d’une théorie T, T un terme de F , et x une lettre qui n’est 
pas une constante de T. Alors (T | x) A est un théorème de F. 

Cela résulte aussitôt de C2, puisque x ne figure pas dans les axiomes explicites 
de 7. 


Plus particulièrement, si Z ne comporte pas d’axiomes explicites, ou si les 
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axiomes explicites ne contiennent pas de lettres, le critère C3 s’applique sans 
restriction sur la lettre x. 


4. Comparaison des théories 


Une théorie 7 est dite plus forte qu'une théorie 7 si tous les signes de F sont des 
signes de 7”, si tous les axiomes ns de F sont des théorèmes de Z’, et si 
les schémas de 7 sont des schémas de 7 


C4. Si une théorie J” est plus forte qu’une théorie F , tous les théorèmes de T° sont des 
théorèmes de F”. 

Soit R,, R:,..., R, une démonstration de 7. On va voir de proche en 
proche que chaque R, est un théorème de 7”, ce qui établira le critère. Supposons 
notre assertion établie pour les relations précédant Ri et établissons-la pour Rp 
Si R, est un axiome de 7, c’est un théorème de 7” par hypothèse, Si R, est 
précédée par des relations R, et R, > R,, on sait déjà que R; et R, > R, sont des 
théorèmes de 7”, donc R, est un théorème de 7” d'après CI. 


Si chacune des deux théories 7 et 7” est plus forte que l’autre, on i que 7 
et J” sont équivalentes. Alors, tout théorème de F est un théorème de 7” et vice- 
versa. 


C5. Soient T une théorie, A,, As, .. > An ses axiomes explicites, @;, Aa, . . ., Ap SeS 
constantes, Ti, Ta.. p des ae de F Le 


(pour i = 1,2,...,n) Ee des S + nu = ', que les signes de T° soient 
des signes de F v et 2 les schémas de T° soient des dns me? T’, Alors, si A est un 
théorème de T,(T,|a,)...(T,|a,)A est un théorème de T 

En effet, > est plus forte que la théorie (T, | a,).. (T, | ap) Z, et il suffit 
d'appliquer C2 et C4. 


Quand on déduit, par ce procédé, un théorème de 7” d’un théorème de F, on dit 
qu'on applique dans J” les résultats de F. Intuitivement, les axiomes de J expriment 
des propriétés de Gj, @2,..., Ga, et À exprime une propriété qui est une conséquence 
de ces axiomes. Si des objets Tı, Ta,..., T, possèdent dans 7” les propriétés 
exprimées par les axiomes de 7, ils possèdent aussi la propriété A. 


* Par exemple, dans la théorie des groupes J, les axiomes explicites contiennent 
deux constantes G et u (le groupe et la loi de composition). Dans la theorie des en- 
sembles 7”, on définit deux termes: la droite numérique et l’addition des nombres 
réels. Si on substitue ces termes respectivement à G et u dans les axiomes explicites 
de 7, on obtient des théorèmes de 7”. D’autre part, les schémas et les signes de 7 
et J” sont les mêmes. On peut donc « appliquer à l'addition des nombres réels les 
résultats de la théorie des groupes ». On dit qu’on a construit pour la théorie des 
groupes un modele dans la théorie des ensembles. (On observera que, la théorie des 
groupes étant plus forte que la théorie des ensembles, on peut aussi appliquer à la 
théorie des groupes les résultats de la théorie des ensembles). 


Remarque. — Sous les hypothèses de C5, si la théorie I s'avérait contradictoire, il 
en serait de même de 7”. En effet, si À et «non À » sont des théorèmes de 7, 
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(T;|a@)...(T;]|a,)A, et non(T, |a,)...(T,|a,)A sont des théorèmes de 
IT’. * Par exemple, si la théorie des groupes était contradictoire, la théorie des 
ensembles le serait aussi. x 


$3. THÉORIES LOGIQUES 


1. Les axiomes 


On appelle theorie logique toute théorie 7 dans laquelle les schémas S1 à S4 ci- 
dessous fournissent des axiomes implicites. 


S1. Si A est une relation de F , la relation (A ou A) = A est un axiome de 7 + 
S2. Si A et B sont des relations de F , la relation A > (A ou B) est un axiome de 7. 


S3. Si À et B sont des relations de F, la relation (A ou B) = (B ou A) est un 
axiome de T. 

S4. Si A, B et C sont des relations de F , la relation 

(A = B) = ((C ou À) + (C ou B)) 
est un axiome de F. 

Ces règles sont effectivement des schémas; vérifions-le par exemple pour $2. 
Soit R une relation obtenue par application de S2: il y a donc des relations À, B 
de 7 telles que R soit la relation A = (A ou B); soient T un terme de 7 et x une 
lettre; soient A’ et B’ les relations (T | x)A et (T | x)B; alors (T | a)R est iden- 
tique à A’ = (A’ ou B’), donc s'obtient par application de S2. 

Intuitivement, les règles SI à S4 ne font qu’exprimer le sens qu’on attache aux 
mots «ou » et « implique » dans le langage mathématique usuel.? 

Si une théorie logique 7 est contradictoire, toute relation de T° est un théorème 
de J. En effet, soit A une relation de 7 telle que A et «non A» soient 
des théorèmes de 7, et soit B une relation quelconque de 7. D’après S2, 
(non A) > ((non A) ou B) est un théorème de Z, donc, d’après CI (I, p. 23) 
«(non A) ou B», c’est-à-dire À = B, est un théorème de Z. Une nouvelle 
application de CI montre que B est un théorème de F. 


Dans toute la suite, 7 désignera une théorie logique. 


2. Premières conséquences 


C6. Soient A, B, C des relations de T. Si A = B et B = C sont des théorèmes de T, 
A = C est un théorème de F. 


1 L'expression de ce schéma n’utilisant pas la lettre A ni le symbole abréviateur > est la suivante: 
Lorsqu'on a une relation, on obtient un théorème en écrivant de gauche à droite V , 7, V , puis trois fais de suite la 
relation donnée. Le lecteur pourra s'exercer à traduire de même l'expression des autres schémas. 

2 Dans le langage courant, le mot «ou» peut avoir deux sens distincts suivant le contexte: 
lorsqu'on relie deux affirmations par le mot « ou », on peut vouloir affirmer, soit l’une au moins des 
deux (et éventuellement toutes les deux à la fois), soit l’une à l’exclusion de l’autre. 


E 1.26 DESCRIPTION DE LA MATHEMATIQUE FORMELLE 83 





En effet, (B = C) = ((A = B) = (A = C)) est un axiome de 7, d’après S4 
où on remplace A par B, B par C, et C par «non A ». D’après CI (I, p. 23), 
(A = B) > (A = C) est un théorème de 7. On conclut par une nouvelle 
application de CI. 

C7. Si A et B sont des relations de 7, B = (A ou B) est un théorème de T. 

En effet, B => (B ou A), et (B ou A) => (A ou B) sont des axiomes de 7 
d’après S2 et S3. On conclut par application de C6. 

C8. Si À est une relation de 7, À = A est un théorème de F. 

En effet, A = (A ou A), et (A ou A) > A sont des axiomes d’après S2 et SI. 
On conclut par application de C6. 


C9. Si À est une relation, et B un théorème de 7, A > B est un théorème de F. 
En effet, B = ((non A) ou B) est un théorème d’après C7, donc 
« (non À) ou B », c’est-à-dire À = B, 
est un théorème d’après CI. 


C10. Si À est une relation de F, « À ou (non À) » est un théorème de F. 


En effet, « (non A) ou À » est un théorème d’après C8. On conclut par 53 et 
CL. 


C11. Si À est une relation de T, « A => (non non À) » est un théorème de TF. 

En effet, cette relation n’est autre que « (non À) ou {non non A) » et le critère 
résulte de C10. 

C12. Soient A et B deux relations de T. La relation 


(A = B) = ((non B) = (non A)) 
est un théorème de T. 
En effet, 
((non A) ou B) = ((non A) ou (non non B)) 
est un théorème d’après C11, S4 et CI. D’autre part, 
({non À) ou (non non B)) = ({non non B) ou {non À;) 
est un axiome d’après 53. Donc 
((non A) ou B) => ((non non B) ou (non A)) 
est un théorème d'après C6. Or, c’est la relation à établir. 
C13. Soient A, B, C des relations de 7 . Si A > Best un théorème de F, 
B>C)>(A>C) 
est un théorème de F`. 
En effet, (non B) > (non A) est un théorème d’après C12 et Cl. Donc 
(C ou (non B)) > (C ou (non A)) est un théorème d’après S4 et C1. Par double 


application de S3 et de C6, on en conclut que ((non B) ou C) > ((non A) ou C) 
est un théorème. Or, ceci est la relation à démontrer. 
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Désormais, nous emploierons le plus souvent les règles C1 et C6 sans nous y référer 
explicitement. 


3. Méthodes de démonstration 


I. Méthode de l'hypothèse auxiliaire. — Elle repose sur la règle suivante: 


C14 (critère de la déduction). Soient A une relation de F, et J” la theorie obtenue en 
adjoignant A aux axiomes de F . Si B est un théorème de 7", A => B est un théorème de F. 

Soit B,, B;,..., B, une démonstration de 7” dans laquelle figure B. Nous 
allons montrer de proche en proche que les relations A = B, sont des théorèmes 
de 7. Supposons ceci établi pour les relations qui précèdent B;, et prouvons que 
A > B, est un théorème de 7, Si B, est un axiome de 7”, B, est, soit un axiome 
de 7, soit A. Dans les deux cas, A > B, est un théorème de 7, par application 
de C9 ou de C8. Si B; est précédée des relations B, et B, = B, on sait que 
A = B;et A = (B, > B,) sont des théorèmes de 7. Alors (B, > B;) = (A > B;) 
est un théorème de 7 d’après C13. Donc, d’après C6, A > (A > B;), c’est-à-dire 
«(non A) ou (A = B;) » est un théorème de 7, et par suite aussi 

«(A > B;) ou (non A)) » 
d’après S3. Or, (non A) = ((non A) ou B;), c’est-à-dire (non A) = (A = B;) 
est un théorème de 7 d’après S2. Par application de S4, on voit que 
((A = B;) ou (non A)) > ((A = B;) ou (A => B;)) 

est un théorème de 7, donc que « (A > B;) ou (A = B;) » est un théorème de 7. 
Par SI, on conclut que A > B; est un théorème de 7. 


En pratique, on indique qu’on va employer ce critère par une phrase du genre 
suivant: « Supposons que À soit vraic ». Cette phrase signifie qu’on va raisonner pour 
un moment dans la théorie 7”. On reste dans J” jusqu’à ce que l’on y ait démontré la 
relation B. Ceci fait, il est établi que A => B est un théorème de J, et on continue 
(s’il y a lieu) à raisonner dans F sans indiquer en général qu’on abandonne 7”. La 
relation A que l’on a introduite comme nouvel axiome s'appelle l’hypothese auxiliaire. 
* Par exemple, quand on dit: « Soit x un nombre réel », on construit une théorie dans 
laquelle la relation « x est un nombre réel » est une hypothèse auxiliaire. 


Il. Méthode de réduction à l'absurde. — Elle repose sur la règle suivante: 


C15. Soient A une relation de J, et T’ la théorie obtenue en adjoignant l’axiome 
«non À » aux axiomes de I. Si T” est contradictoire, A est un théorème de T. 
En effet, A est un théorème de 7”. Par suite (methode de lhypothèse 
auxiliaire), (non A) > A est un théorème de 7. D’après S4, 
(A ou (non A)) > (A ou À) 
est un théorème de 7. D’après C10, « A ou A »est un théorème de Z. On conclut 
par application de S1. 


En pratique, on indique qu’on va employer ce critère par une phrase du genre 
suivant: « Supposons que À soit fausse ». Cette phrase signifie qu’on va raisonner pour 
un moment dans 7”. On reste dans J” jusqu’à ce que l’on ait établi deux théorèmes 
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de la forme Bet «non B ». Ceci fait, il est établi que A est un théorème de J, ce 
qu’on indique en général par une phrase du genre suivant: « Or ceci (à savoir, dans 
les notations précédentes, B et «non B ») est absurde; donc A est vrai ». On revient 
alors à la théorie 7° dont on s’occupait précédemment. 
Comme premières applications de ces méthodes, démontrons les critères 
suivants: 


C16. St A est une relation de 7, (non non A) = A est un théorème de F. 

En effet, supposons «non non À » vraie; il faut prouver A. Supposons A 
fausse. Dans la théorie ainsi fondée, «non non À » et «non A » sont des théorèmes. 
Ceci est absurde; donc À est vraie. 


C17. Si À et B sont des relations de T, 
((non B) = (non A)) = (A => B) 
est un théorème de T 
En effet, supposons (non B) = (non A) vraie. Il faut prouver que A = B est 
vraie. Or, supposons À vraie et prouvons que B est vraie. Supposons «non B » 
vraie, Alors, « non A » est vraie, ce qui est absurde. 


III. Methode de disjonction des cas. — Elle repose sur la règle suivante: 


C18. Soient A, B, C des relations de 7. Si « A ou B», A = C, B = C sont des 
théorèmes de T “alors C est un théorème de T. 

En effet, d'aptés S4, (A ou B) = (A ou C), et (C ou A) > (C ou C) sont des 
théorèmes de 7°. Compte tenu de S3 et S1, (A ou B) = C est un théorème de 7; 
d’où la règle. 

Pour démontrer C, il suffit donc, quand on dispose d’un théorème « A ou B », de 
démontrer C en adjoignant A aux axiomes de 7, puis de démontrer C en adjoignant 
B aux axiomes de Z. L'intérêt de cette méthode provient du fait que, si « À ou B» est 
vraie, rien ne permet en général d'affirmer que l’une des relations À, B soit vraie. 

En particulier, d’après C10, si À = C, et (non A) = C, sont toutes deux des 
théorèmes de 7, C est un théorème de 7. 


IV. Méthode de la constante auxiliaire. — Elle repose sur la règle suivante: 
C19. Sotent x une lettre, A et B des relations de F telles que: 


1° La lettre x n’est pas une constante de T° et ne figure pas dans B. 

29 On connaît un terme T de F tel que (T | x) A soit un théorème de F 

Soit J” la théorie obtenue en adjoignant A aux axiomes de F. Si B est un érès de 
T”, B est un théorème de T 

En effet, A > B est un théorème de 7 (critère de la déduction). Puisque x 
n’est pas une constante de 7, (T | x)(A = A est un théorème de 7 d’après C3. 
Comme x ne figure pas dans 5 (T | x)(A = B) est identique, d’après CS5 (I, 
p. 17), à ((T | #)A) = B. Enfin, (T | m est un théorème de 7, donc aussi B. 


Intuitivement, la méthode consiste à utiliser, pour démontrer B, un objet arbi- 
traire æ (la constante auxiliaire) qu’on suppose doué de certaines propriétés qui sont 
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exprimées par À. * Par exemple, dans une démonstration de géométrie où il s’agit, 
entre autres choses, d’une droite D, on peut « prendre » un point x sur cette droite; 
la relation A est alors x € D., Pour qu’on puisse se servir, au cours d’une démonstra- 
tion, d’un objet doué de certaines propriétés, il faut évidemment qu’il existe de tels 
objets. Le théorème (T | x)A, dit théorème de légitimation, garantit cette existence. 

En pratique, on indique qu’on va utiliser cette méthode par une phrase du genre 
suivant: « Soit x un objet tel que À ». Contrairement à ce qui se passe dans la méthode 
de lPhypothèse auxiliaire, la conclusion du raisonnement ne concerne pas x. 


4. La conjonction 
Soient A, B des assemblages. L’assemblage 

non ((non A) ou (non B)) 
sera désigné par « À et B ». 


CS6. Soient A, B, T des assemblages, x une lettre. L’assemblage (T | x)(A et B) est 
identique à « (T | x)A et (T | x)B ». 
Ceci résulte aussitôt de CS5 (I, p. 17). 


CF9. Si A, B sont des relations de 7, «A et B » est une relation de 7 (appelée 
conjonction de A et de B). 
Ceci résulte aussitôt de CF1 et CF2 (I, p. 19). 


C20. Si À, B sont des théorèmes de T, « À et B » est un théorème de J. 
Supposons « A et B » fausse, c’est-à-dire 


non non ((non A) ou (non B)) 


vraie. D’après C16, « (non A) ou (non B) », c’est-à-dire A + (non B), est vraie, 
donc «non B » est vraie. Or, ceci est absurde, Donc « A et B » est vraie, 


C21. Si À, B sont des relations de 7, (A et B) = À, (A et B) = B sont des 
théorèmes de T. 
En effet, les relations 


(non A) > ((non A) ou (non B)), 
(non B) > ((non A) ou (non B)) 


sont des théorèmes de 7 d’après S2 et C7. Or 
((non A) ou (non B)) = non (A et B) 
est un théorème de Z d’après C11. Donc 


(non A) > non(A et B), 
(non B) > non(A et B) 


sont des théorèmes de 7. On conclut par application de C17. 


On convient de désigner par « À et B et C » (resp. « À ou B ou C ») la relation 
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« A et (B et C) » (resp. «A ou (B ou C) »). Plus généralement, si on a des relation: 
À, A2,-.., An, on désigne par «A, et Az et...et A,» une relation qui s® 
construit de proche en proche par la convention que «A, et Aet... et À, 

désigne la même relation que «A, et (4, et...et A,)». On définit de même 


« À, ou À, où ... ou À, ». La relation « À, et À, et ... et A,» est un théorème 
de 7 si et seulement si chacune des relations A,, As,..., A, est un théorème 
de 7. 


Il en résulte que toute théorie logique F est équivalente à une théorie logique 7 
possédant au plus un axiome explicite. C’est évident si Z ne possède aucun axiome 
explicite, Si Z possède les axiomes explicites A4, 4:,..., An, soit J” la theorie 
qui admet les mêmes signes et les mêmes schémas que J, et l’axiome explicite 
«A, et A et...et An». On voit aussitôt que tout axiome de F (resp. J’) est un 
théorème de F” (resp. F). 

Soit 7, la théorie sans axiome explicite qui admet les mêmes signes que J et les 
seuls schémas S1, S2, S3, S4. L’etude de Z se ramène, en principe, à l’étude de Jp: 
pour que la relation À soit un théorème de 7, il faut et il suffit qu’il y ait des axiomes 
A,,As,..., À, de F tels que (A, et A et ... et An) + A soit un théorème de Zo. 
En effet, la condition est évidemment suffisante. Supposons d’autre part que À soit 
un théorème de 7, et soient A,, 4:,..., A, les axiomes de 7 qui figurent dans une 
démonstration de 7° contenant A. Soit 7” (resp. 7”) la théorie déduite de I, par 
adjonction des axiomes 4, As, ..., A, (resp. de l’axiome «A, et Ag et ... et A, »). 
La démonstration de A dans Z est une démonstration de A dans Z’, donc A est un 
théorème de 7” et par suite de 7”, puisqu'on a vu ci-dessus que 7” et J” sont 
équivalentes. D’après le critère de la déduction, 


(A, et Az et... et Anh) + À 


est un théorème de Fg. 

Si F est contradictoire, il existe d’après ce qui précède une conjonction A 
d’axiomes de F et une relation R de 7 telles que À = (R et (non R)) soit un 
théorème de Fo. Donc 


((non R) ou (non non R)) > (non A) 


est un théorème de Fo, et comme « (non R) ou (non non R) » est un théorème de Jo, 
«non A» est un théorème de Jo. Réciproquement, s’il existe une conjonction A 
d’axiomes de 7 telle que «non A » soit un théorème de Jg, A et « non A » sont des 
théorèmes de J, de sorte que 7 est contradictoire. 


5. L’équivalence 

Soient A et B des assemblages. L’assemblage 
(A = B) et (B => A) 

sera désigné par À + B. 


CS7. Soient A, B, T des assemblages, x une lettre. L’assemblage (T | x)(A <> B) 
est identique à (T | x) A < (T | x)B. 
Ceci résulte aussitôt de CS5 (I, p. 17) et CS6 (I, p. 29). 


CF10. Si A et B sont des relations de 7, A <> B est une relation de T. 
Ceci résulte aussitôt de CF5 (I, p. 19) et CF9 (I, p. 29). 
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SiA Best un théorème de 7, nous dirons que A et B sont équivalentes dans 
J ; si x est une lettre qui n’est pas une constante de 7, et si A et B sont considérées 
comme relations en x, tout terme de 7 qui vérifie l’une vérifie aussi l’autre. 

Il résulte des critères C20 et C21 que, pour démontrer dans 7 un théorème 
de la forme À < B, il faut et il suffit qu’on puisse démontrer À => B et B > A 
dans 7. Cela se fait souvent en démontrant B dans la théorie déduite de 7 par 
adjonction de l’axiome À, puis en démontrant A dans la théorie déduite de 7 par 
adjonction de l’axiome B. Ces remarques permettent d'établir aussitôt les critères 
suivants, dont nous laissons la démonstration au lecteur. 


C22. Soient A, B, C des relations de 7. Si A <> B est un théorème de 7, B = A 
est un théorème de J. Si A & B et B=>C sont des théorèmes de T, A=>C est un 
théorème de F. 


C23. Soient A et B des relations équivalentes dans F , et C une relation de T°. Alors, 
on a dans F les théorèmes suivants : 


(non A) <> (non B); (A = C) < (B = C); (C => A) + (C => B); 
(A et C) < (B et C); (A ou C) (B ou C). 


C24, Soient A, B, C des relations de F ; on a dans T les théorèmes suivants : 


(non non À) < À; (A = B) < ((non B) > (non A)); 
(A et A) < À; (A et B) (Bet A); 
(A et (B et C)) = ((A et B) et C); 
(A ou B) < non ((non A) et (non B)); 
(A ou À) < À; (A ou B) = (B ou A); 
(A ou (B ou C)) = ((A ou B) ou C); 
(A et (B ou C}) + ((A et B) ou (A et C)); 
(A ou (B et C)) > ((A ou B) et (A ou C)); 
(A et (non B)) < non (A = B); (A ou B) > ((non A) > B). 


C25. Si A est un théorème de F et B une relation de F, (A et B) <+> B est un 
théorème de F. Si « non A » est un théorème de T, (A ou B) < B est un théorème de T. 


En principe, dans tout le reste de ce Traité, les critères C1 à C25 seront désormais 
utilisés sans référence. 


$4. THÉORIES QUANTIFIEES 
1. Definition des quantificateurs 


Dans le $ 3, les seuls signes logiques qui aient joué un rôle sont 1 et v ; les règles 
qui vont être énoncées concernent essentiellement l’emploi des signes logiques + 


et U. 
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Si R est un assemblage, et x une lettre, l’assemblage (x,.(R) | x)R se désigne 
par «il existe un x tel que R », ou par (1x)R. L’assemblage non((3x)(non R)) se 
désigne par « pour tout 4, R », ou par « quel que soit x, R », ou par (Vx)R. Les 
symboles abreviateurs 3 et V s’appellent respectivement quantificateur existentiel et 
quantificateur universel. La lettre x ne figure pas dans l’assemblage désigné par 
t,(R); elle ne figure donc pas dans les assemblages désignés par (Ix)R et (Vx)R. 


CS8. Soient R un assemblage, x et x" des lettres. Si &’ ne figure pes dans R, N et 
{Vx)R sont En respectivement à (I3x’ et R IR; où R’ est (x | x)R 

En effet (x,(R) | x)R est identique à (t,(R) | x’) R’ d’après (I, p. 17), e 
T(R) est identique à tp (R’) d’après CS3 (I, p. Donc (Jx) R est aak à 
(3x) R’. Il en résulte que (Yx)R est identique à (Yx’) R’. 


CS9. Soient R et U des assemblages, x et y des lettres distinctes. Si x ne figure pas 
dans U, (U|y)(3x)R et (U | y)(Yx)R sont identiques respeċtivement à (Jx) R' et 
(Yx) R’, où R’ est (U | y)R 

En effet (U|y)(x,{R) | x)R est identique, d’après CS2 (I, p. 17), à 
(T]x)(U|y)R, où T est (U | yjr,(R), c’est-à-dire *,(R') d’après CS4. D’oü 
l'identité de (U | y)(3x)R avec (3x) R’, et par suite celle de (U | y) (Yx) R avec 
(Yx") R’. 


CF11. Si R est une relation d’une théorie T° et x une lettre, (3x) R et (Yx) R sont des 
relations de T 
Ceci résulte aussitôt de CF3, CF8 et CF2 (I, p. 19-20). 


Intuitivement, considérons R comme exprimant une propriété de l’objet désigné 
par x. D’après la signification intuitive du terme t,(R), affirmer (3x)R revient à dire 
qu’il y a un objet possédant la propriété R. Affirmer « non(3x)(non R) », c’est dire 
qu’il n’existe aucun objet ayant la propriété « non R »; c’est donc dire que tout objet 
possède la propriété R. 


Si, dans une théorie logique 7, on dispose d’un théorème de la forme (3x)R 
où la lettre x n’est pas une constante de 7, ce théorème peut servir de théorème 
de légitimation dans la méthode de la constante auxiliaire (I, p. 28), puisqu'il est 
identique à (t,(R) | x)R. Soit alors 7” la théorie Done par adjonction de R 
aux axiomes de 7 us on démontrer dans 7” une relation S où x ne figure 
pas, $ est un théorème de 7 


C26. Soient T° une théorie logique, R une relation de T° et x une letire. Les relations 
(Yx)R et (x,(non R) | x)R sont équivalentes dans 7 

En effet, er est identique à « fonte ibn R) | x)(non R)», donc à 
«non non(t,(non R) | x)R ». 


C27. Si R est un théorème d’une théorie logique T° dont la lettre x n’est pas une con- 
stante, (Vx)R est un théorème de T 
En effet, (r,(non R) | x)R est un théorème de 7, d’après C3 (I, p. 23). 


N° 3 THÉORIES QUANTIFIÉES E 1.33 


Par contre, si x est une constante de 7, la vérité de R dans 7 n’entraine pas celle 
de (Vx)R. Intuitivement, le fait que R soit une propriété vraie de x, qui est, dans F, 
un objet déterminé, n’entraîne évidemment pas que R soit une propriété vraie de tout 
objet. 


C28. Soient T une théorie logique, R une relation de T et x une lettre. Les relations 
«non (Vx)R » et (3x) (non R) sont équivalentes dans F. 
En effet, «non(Vx)R » est identique à «non non(3x) (non R) ». 


2. Axiomes des théories quantifiées 


On appelle théorie quantifiée toute théorie 7° dans laquelle les schémas S1 à S4 (I, 
p. 25) et le schéma S5 ci-dessous fournissent des axiomes implicites. 


S5. Si R est une relation de FT, T un terme de T, et x une lettre, la relation 
(T | x) R = (3x)R est un axiome. 

Cette règle est bien un schéma. En effet, soit A un axiome de .7 obtenu par 
application de S5: il y a donc une relation R de 7, un terme T de 7 et une lettre 
x tels que À soit (T | x)R > (3x)R. Soient U un terme de 7, y une lettre; on va 
montrer que (U | y)A s’obtient encore par application de S5. Par utilisation de 
CS1 (I, p. 17), et CS8 (I, p. 32), on peut se ramener au cas où x est distincte de y 
et ne figure pas dans U. Soient alors R’ la relation (U|y)R et T’ le terme 
(U | y)T. Les critères CS2 (I, p. 17) et CS9 (I, p. 32) montrent que (U | y)A est 
identique à (T’ | x)R' = (Ix)R’. 

Le schéma S5 exprime que s’il y a un objet T pour lequel la relation R, con- 
sidérée comme exprimant une propriété de x, est vraie, alors R est vraie pour l’objet 


Tx(R); ce qui cst en accord avec la signification intuitive que nous avons attribuée à 
Tx(R) (I, p. 18, Remarque). 


3. Propriétés des quantificateurs 


Nous n’aurons désormais à considérer que des théories quantifiées. Dans toute la 
fin de ce paragraphe, on désigne par 7 une telle théorie, et par 7, la théorie sans 
axiomes explicites qui possède les mêmes signes que 7 et les seuls schémas S1 à 
S5; F est plus forte que Fo. 


C29. Soient R une relation de T, et x une lettre. Les relations «non(3x)R » 
et (Vx)(non R) sont équivalentes dans F. 

En effet, il suffit d'établir le critère dans la théorie Zo, dont x n’est pas une 
constante. Le théorème R = (non non R) donne par C3 (I, p. 23), les théorèmes 


(44)R > (t,(R) | x) (non non R) 
et 


(4x) (non non R) > (r,(non non R) | x)R. 
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Appliquant S5, on en déduit dans 7, les théorèmes 
(x) R > (1x) (non non R), 
et 
(3x) (non non R) = (4x)R 


d’où le théorème (4x) R < (Ix) (non non R). Or, (3x) (non non R) est équivalente 
dans 7, à «non non(4x)(non non R) » c’est-à-dire à « non(Vx)(non R) » D'où 
le critère. 
Les critères C28 et C29 permettent de déduire les propriétés d’un des quantifica- 
teurs de celles de l’autre. 

C30. Soient R une relation de F, T un terme de T, x une lettre. La relation 
(Vx)R = (T | x)R est un théorème de T 

D’après S5, (T | x)(non R) = (t,(non R) | x)(non R) est un axiome. Cette 
relation est identique à 

(non (T | #)R) = (non (r,(non R) | 4)R) 


Donc (x,(non R) | #)R = (T | x)R est un théorème de 7. On conclut par 
application de C26 (I, p. 32). 

Soit R une relation de Z. D’après C26, C27 et C30, il revient au même (lorsque 

la lettre x n’est pas une constante de J) d’énoncer dans 7 le théorème R, ou le 


théorème (Vx)R, ou enfin d’énoncer la règle métamathématique: si T est un terme 
quelconque de 7, (T | x)R est un théorème de 7 


C31. Soient R et S des relations de F , et x une lettre qui n’est pas une constante de 7. 
Si R = S (resp. R < S) est un théorème de T°, (Yx) R = (Vx)S et (Ax) R = (Ax) S 
(resp. (Vx)R <> (Yx) S et (Ix) R > (3x) S) sont des théorèmes de T 

En effet, supposons que R > S soit un théorème de 7. Adjoignons hypothèse 
(Vx) R (où x ne figure pas). Alors R, donc S, donc aussi (Yx) S, sont vraies. Par 
suite (Yx) R > (Vx) S est un théorème de 7. Il en résulte que, si R <> S est un 
théorème de 7, il en est de même de (Yx) R <> (Ys) S. Les règles relatives à 3 s’en 
déduisent par emploi de C29. 


C32. Soient R et S des relations de T°, et x une lettre. Les relations 
(Yx) (R et S) > ((Vx)R et (Vx)S) 
(3x) (R ou S) = ({3x)R ou (3x)S) 
sont des théorèmes de T. 
En effet, il suffit d’établir ces critères dans Zp, dont x n’est pas une constante. 


Si (Vx)(R et S) est vraie, « R et S » est vraie, donc chacune des relations R, S est 
vraie; par suite chacune des relations (Vx)R, (Vx)S$ est vraie, donc 


« (Yx) R et (Yx) S » 


est vraie, On voit de même que, si « (Yx) R et (Yx) S » est vraie, (Vx)(R et S) est 
vraie. D’oü le premier théorème. Le deuxième s’en déduit par emploi de 029. 


N? 4 THÉORIES QUANTIFIÉES E 1.35 


On aura soin de noter que si (Vx)(R ou S) est un théorème de J, on ne peut en 
conclure que ((Yx)R ou (Vx#)}S) soit un théorème de 7°. Intuitivement, dire que la 
relation (Vx)(R ou S) est vraie signifie que, pour tout objet x, l’une au moins des 
relations R, $ est vraie; mais, en général, une seule des deux sera vraie, et suivant le 
choix de x, ce pourra être l’une ou Fautre des relations R, S. On voit de même que si 
(GX) R et (3x) S) est un théorème de F, on ne peut en conclure que (Jx) (R et $) soit 
un théorème de Z. On a toutefois le critère suivant: 

C33. Soient R et S des relations de T°, et x une lettre qui ne figure pas dans R. Les 
r:lations 
(Vx) (R ou S) = (R ou (Yx) S) 
(3x)(R et S) < (R et (3x) S) 
iont des théorèmes de F. 
En effet, il suffit d’etablir le critère dans 7,, dont x n’est pas une constante. 
Soit 7” la théorie obtenue en adjoignant (Vx)}{R ou S) aux axiomes de Jo. 
Dans 7”, « R ou S», donc (non R) > S, sont des théorèmes. Si «non R » est 
“raie (hypothèse où x ne figure pas), S, donc aussi (Vx)S, sont vraies. Donc 
non R) > (Yx) S est un théorème de.7”, et par suite (Vx)(R ou S) > (R ou (Ys) S) 
zst un théorème de Jo. De même, si « R ou (Vx)S » est vraie, « R ou S», donc 
“+)(R ou S), sont vraies. Par suite (R ou (Vx)S) > (Vx)(R ou S) est un 
théorème de Jp. La règle relative à 3 s’en déduit par emploi de C29. 


C34. Soient R une relation, x et y des lettres. Les relations 


(va) (VY) R <> (Yy) (Vx) R 

Gx GYR < (y) (4x) R 

(Ex) (YY)R = (Vy) (Gs) R 
sont des théorèmes de F. 

En effet, il suffit d'établir le critère dans .7,, dont x, y ne sont pas des cons- 
zantes, Si (Vx)(Vy)R est vraie, (Vy)R, donc R, donc (Vx)R, donc (Vy)(Vx)R 
sont vraies. De même, si (Vy){Vx)R est vraie, (Vx)(Vy)R est vraie. D’oü le 
premier théorème. Le deuxième s’en déduit par emploi de C29. Enfin, puisque 

+y)R = R est un théorème de J}, il en est de même de (3x)(Vy)R = (3x)R 
d'après C31; si (4x)(Vy)R est vraie, (Ix)R est donc vraie, et par suite aussi 
7y)(34)R. D'où le troisième théorème. 
Par contre, si (Vy)(1x)R est un théorème de Z, on ne peut en conclure que 
(3x) (Yy) R est un théorème de F. Intuitivement, dire que la relation (Vy)(I3x)R est 
vraie signifie qu'étant donné un objet y quelconque, il ya un objet x tel que R soit 
une relation vraie entre les objets x et y. Mais l’objet x dépendra en général du 
choix de l’objet y. Au contraire, dire que (3x)(Yy)R est vraie signifie qu’il y a un 
objet fixe x tel que R soit une relation vraie entre cet objet et tout objet y. 


4. Quantificateurs typiques 


Soient A et R des assemblages, et x une lettre. On désigne l’assemblage (1x) (A et R) 
par (14%)R, et l’assemblage «non (34x)(non R)» par (V4#)R. Les symboles 
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abréviateurs 4, et Y4 sont appelés quantificateurs typiques. On notera que la lettre 
x ne figure pas dans les assemblages désignés par 


Gax)R, (Vas)R. 


CS10. Soient A et R des assemblages, x et x’ des lettres. Si x’ ne figure ni dans R ni 
dans A, (dax) R et (Vax) R sont identiques respectivement à (Ja x’) R’ et (Yax) R’, où R’ 
est (X | x)R, et où A’ est (x' | x)A. 


CS11. Soient A, R, U des assemblages, x et y des lettres distinctes. Si x ne figure pas 
dans U, les assemblages (U | y)(I3ıx)Ret (U | y) (Yax) R sont identiques respectivement à 
(ax) R' et (Yax) R’, où R' est (U | y)R et où A' est (U | y)A. 

Ces règles résultent aussitôt des critères CS8, CS9 (I, p. 32), CS5 (I, p. 17) et 
CS6 (I, p. 29). 


CF12. Soient À et R des relations de F , et x une letire. Alors, (34%)R et (Yax) R sont 
des relations de F. 


Cela résulte aussitôt de CF11 (I, p. 32), CF9 (I, p. 29) et CF2 (I, p. 19). 


Intuitivement, considérons A et R comme exprimant des propriétés de x. Il peut 
arriver que, dans une série de démonstrations, on ne s’intéresse qu’aux objets vérifiant 
A. Dire qu’il existe un objet vérifiant A tel que R, c’est dire qu’il existe un objet tel 
que «A et R»: d’où la définition de 34. Dire que tous les objets vérifiant A ont la 
propriété R, c’est dire qu’il n’existe pas d’objets vérifiant A et tels que « non R »; d’où 
la définition de V4. Dans la pratique, ces signes sont remplacés par des phrases assez 
diverses suivant la nature de la relation A. * On dira par exemple: « quel que soit 
l’entier x, R », «il existe un élément x de l’ensemble E tel que R », etc., 


Pr 


C35. Soient A et R des relations de T, x une lettre. Les relations (Yax) R et 
(Vx)(A = R) sont équivalentes dans T. | 
En effet, la relation (V4x)R est identique à 


‘non (Jx) (A et (non R)) ». 
Or, «A et (non R) » est équivalente dans 75 à non(A > R), donc 
«non (Js) (A et (non R)) » 


est équivalente dans 7, à «non (4x)(non (A = R)) » d’après C31 (I, p. 34), et 
cette dernière relation est identique à (Vx)(A > R). Le critère est donc établi 
dans 7,, et par suite dans 7. 


On a souvent à démontrer des relations de la forme (V4x)R. On le fait générale- 
ment en s’aidant d’un des deux critères suivants: 

C36. Soient A et R des relations de J, x une lettre. Soit J” la théorie obtenue en 
adjoignant A aux axiomes de T. Si x n’est pas une constante de F , et si R est un théorème 
de T’, (Vas)R est un théorème de F. 

En effet, A = R est un théorème de 7 d’après le critère de la déduction, 
donc (V4x)R est un théorème de 7 d’après C27 (I, p. 32) et 035. 
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En pratique, on indique qu’on va employer cette règle par une phrase du genre 
suivant: « Soit x un élément quelconque tel que A ». Dans la théorie J” ainsi con- 
stituée, on cherche à démontrer R. On ne peut naturellement affirmer que R soit 
elle-même un théorème de Z. 

C37. Soient A et R des relations de J, x une lettre. Soit J” la théorie obtenue en 
joignant les relations À et «non R » aux axiomes de T. Si x n’est pas une constante de 
J, et si J’ est contradictoire, (Yax) R est un théorème de F. 

En effet, la théorie 7” est équivalente à la théorie obtenue en adjoignant 
- non (A = R) » aux axiomes de 7. D’après la méthode de réduction à l’absurde, 
4 = Rest un théorème de 7, donc aussi (Yax) R d’après C27 (I, p. 32) et C35. 

En pratique, on dit: « Supposons qu’il existe un objet x vérifiant A, pour lequel R 
soit fausse », et on cherche à établir une contradiction. 

Les propriétés des quantificateurs typiques sont analogues à celles des 
quantificateurs: 

C38. Soient A et R des relations de T°, x une lettre. Les relations 

non(Vax)R < (Jax) (non R), 
non(Ja¥)R = (Yax) (non R) 
‚nt des théorèmes de T. 


C39. Soient A, R et S des relations de F , et x une lettre qui n’est pas une constante de 
7. Si la relation A = (R = S) (resp. A = (R <> S)) est un théorème de T, les 


relations 
Gav) R > (ax), (Yax) R > (Yax) S 
(resp. (Jaw) R > (348) S, (Vaw) R < (Yax) S) 
¿ont des théorèmes de T. 
C40. Soient A, R et S des relations de T, et x une lettre. Les relations 
(Vax)(R et S) <> ((Vax)R et (Yax) S) 
(dax) (R ou S) <> ((44x%)R ou (34%) S) 
¿ont des théorèmes de F. 
C41. Soient A, R et S des relations de T, et x une lettre qui ne figure pas dans R. Les 
relations 
(Vax)(R ou S) = (R ou (Yax) S) 
(Aax)(R et S) <> (R et (34%) S) 
ont des théorèmes de T. 
C42. Soient A, B, R des relations de F , x et y des lettres. Si x ne figure pas dans B, 
et si y ne figure pas dans À, les relations 
(Yax) (Ysy) R > (Yay) (Yax) R 
34%) Gy) R > (Gey) (ax) R 
(344) (Ysy) R > (Ysy) (dax) R 
sont des théorèmes de F. 
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A titre d'exemple, démontrons une partie de C42. La relation (14x)(1:y)R 
est identique à (Ix)(A et (1y)(B et R)), donc est équivalente dans 7; (puisque y 
ne figure pas dans A) à (1x)(1y)(A et (Bet R)), d’après C33 et C31. De même, 
(38y)(Fax)R est équivalente à (3y) (3x) (B et (A et R)). On conclut par applica- 
tion de C31 et C34 (I, p. 35). 


* Comme exemple d’application des critères précédents, considérons la relation 
suivante: « la suite de fonctions numériques ( fn) converge uniformément vers 0 dans 
(0, 1)», ce qui signifie: « pour tout e > 0, il existe un entier n tel que, pour tout 
xe (0, 1) et pour tout entier m > n, on ait | /„(x)} < e». Supposons qu’on veuille 
prendre la négation de cette relation (par exemple pour faire un raisonnement par 
Yabsurde); le critère C38 montre que cette négation est équivalente à la relation 
suivante: «il existe une > 0 tel que, pour tout entier n, il existe un x € (0, 1} et un 
m > n pour lesquels | m(x)| > ev. 


$5. THÉORIES ÉGALITAIRES 


1. Les axiomes 


On appelle theorie égalitaire une théorie Z dans laquelle figure un signe relationnel 
de poids 2 noté = (qui se lit «égale »), et dans laquelle les schémas S1 à S5 
(I, p. 25 et p. 33) ainsi que les schémas S6 et S7 ci-dessous fournissent des 
axiomes implicites; si T et U sont des termes de 7, l'assemblage = TU est une 
relation de F (dite relation d'égalité) d’après CF4; on la désigne pratiquement par 
T = U o% (T) = (U). 


S6. Soient x une lettre, T et U des termes de F , et Rx une relation de T ; la relation 
(T = U) = (RTE < RiU}) est un axiome. 


S7. Si R et S sont des relations de T° et x une lettre, la relation 


(Vx) (R <> S)) = (TR) = (S)) 
est un axiome. 

La règle S6 est bien un schéma. Soit en effet A un axiome de 7, obtenu par 
application de S6: il y a une relation R de 7, des termes T et Ude 7, et une 
lettre x, tels que A soit (T = U) > ((T | x)R < (U | x) R). On va voir que, si y 
est une lettre et V un terme de 7, la relation (V | y)A s'obtient encore par appli- 
cation de S6. Par utilisation de CSI (I, p. 17), on peut se ramener au cas où x est 
distinct de y et ne figure pas dans V. Designons par T’, U’, R’ les assemblages 
(VIy)T, (VI y)U, (VI Yy)R. D’après CS2 et CS5 (I, p. 17), (V|y)A est 
identique à 

(T'= U’) = ((T'|#R' < (U'|#R"), 
ce qui établit notre assertion. On vérifie de façon analogue que S7 est un schéma. 


Intuitivement, le schéma S6 signifie que, si deux objets sont égaux, ils ont les 
mêmes propriétés. Le schéma S7 est plus éloigné de l'intuition courante; il signifie 
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que, lorsque deux propriétés R et $ d’un objet x sont équivalentes, alors les objets 
privilégiés T(R) et T(S) (choisis respectivement parmi ceux qui vérifient R, et 
parmi ceux qui vérifient S, s’il y a de tels objets) sont égaux. Le lecteur notera que la 
présence dans S7 du quantificateur Yx est essentielle (cf. exerc. 7). 


La négation de la relation = TU se désigne par T # U, ou (T) # (U) (où 
ie signe # se lit «différent de »). 


On déduit de S6 le critère suivant: 


C43. Soient x une lettre, T et U des termes de F, et Rix une relation de T ; les 
relations (T = U et RIT!) et (T = U et RjU}) sont équivalentes. 
En effet, si on adjoint les hypothèses T = U et RÎT{, RU} est vraie d’après 
55, donc (T = U et RiU}) est vraic. 
Par abus de langage, lorsqu’on a démontré une relation de la forme T = Udans 
une theorie J, on dit souvent que les termes T ct U sont «les mêmes » ou sont 


« identiques ». De même, lorsque T Æ U est vraic dans F, on dit que T et U sont 
« distincts » au lieu de dire que T est différent de U. 


2. Propriétés de l’egalite 


Nous ne considérerons plus désormais que des théories égalitaires. Soit 77 une 
telle theorie. Soit 7, la théorie dont les signes sont ceux de 7, et dont les axiomes 
sont fournis par les seuls schémas SI à S7. La théorie I, est moins forte que 7 
I, p. 24) et ne possède pas de constantes. Les trois théorèmes qui suivent sont des 
théorèmes de 77. 


THÉORÈME l. — x =x. 

Désignons par $ la relation x = x de 75. D’après C27 (I, p. 32), pour toute 
relation R de 75, (Va) (R <> R) est un théorème de Z}, donc, d’après S7, 
T, R) = zí R), c'est-à-dire (t,(R) | )$, est un théorème de 7,. En prenant 
pour R la relation «non $ », et tenant compte de C26 (I, p. 32), on voit que 

7x) S est un théorème de 7o. D’après C30 (I, p. 34), S est donc un théorème 
de 7. 

La relation (Ya) (x = x) est aussi un théorème de 79; et si T est une terme de Jg, 

T = T est un théorème de Jo (cf. I, p. 34). Il est possible de transformer de la 

même façon les théorèmes ultérieurs en des théorèmes où ne figure aucune lettre, ou 


en des critères métamathématiques. Nous ne ferons plus désormais ces transformations 
mais nous les utiliserons souvent implicitement. 


THÉORÈME 2. — (x = y) = (y = x). 
Supposons que la relation x = y soit vraie. D’après S6, la relation 


(x =y) > (ey = + & (194 = 2), 
c'est-à-dire (x = y) = ((x = x) < (y = x)) est vraie. Donc (x = x) (y = x) 
est vraie. En vertu du théorème 1, y = x est vraie, ce qui établit le théorème. 
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THÉORÈME 3. — ((x = y) et (y = z)) => (x = 2). 

Adjoignons les hypothèses x = y,y = z aux axiomes de Jọ. D’après S6, la 
relation (x = y) = ((x = z) <> (y = z)) est vraie. Donc (x = z) < (y = z), et 
par suite x = z, sont vraies, ce qui établit le théorème. 

C44. Soient x une lettre, T, U, Vixi des termes de Jo. La relation 

(T = U) = (VITE = VEUÏ) 
est un théorème de Ty. 

En effet, soient y et z deux lettres distinctes entre elles, distinctes de x et des 
lettres qui figurent dans T, U, V. Adjoignons lhypothèse y = z. Alors, d’après 
S6, 

(DD (PISE = Vz) = (Viyt = Vis) 
c’est-à-dire (Viyi = Viyi) > 4 {= Vizi) est vraie. Or, Viyi = Viyi est 
vraie d’après le th. 1. Donc Viyi = Vizi est vraie. De tout ceci résulte que 


(y = z) = (Viyi = Viz) est un théorème de Jq, soit A. Or, (T | y){(U | 2)A 
n’est autre que (T = U) > (V{T{ = ViUi). 


On dit qu’une relation de la forme T = U, où T et U sont des termes de 7 
est une équation; une solution (dans 7°) de la relation T = U, considérée comme 
équation en une lettre x, est donc (I, p. 22) un terme V de 7 tel que TiVi = UiVi 
soit un théorème de 7 

Soient T et U dei termes de 7, #1, 42,..., x, les lettres figurant dans T et 
non dans U. Si la relation (3x,)...(14,)(T = U) est un théorème de Z, on dit 
que U se met sous la forme T (dans 7). Soient R une relation de 7, y une lettre. 
Soit V une solution (dans 7) de R, considérée comme relation en y. Si toute 
solution (dans Z) de R, considérée comme relation en y, peut se mettre sous la 
forme V, on dit que V est solution complete (ou solution générale) de R (dans 7). 


3. Relations fonctionnelles 


Soient R un assemblage, x une lettre. Soient y, z des lettres distinctes entre elles, 
distinctes de x et ne figurant pas dans R. Soient y’, 2’ deux autres lettres ayant les 
mêmes propriétés. En vertu de CS8, CS9 (I, p. 32), CS2, CS5 (I, p. 17), CS6 
(I, p. 29), les assemblages 
(Vy)(Vz)(((y | #)R et (z | x) R) = (y = 2)) 
et 
WIE | 2)R et | SR) = (y = 3°) 

sont identiques. Si R est une relation de 7, assemblage ainsi défini est une rela- 
tion de 7 qui se désigne par «il existe au plus un x tel que R »; la lettre x wy 
figure pas. Lorsque cette relation est un théorème de Z on ditque R est univoque en 
x dans 7. Pour prouver que R est univoque en x dans 7, il suffit de prouver y = z 
dans la théorie déduite de 7° par adjonction des axiomes (y | x)R et (z | x)R, 
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y et z étant des lettres distinctes entre elles, distinctes de x, ne figurant ni dans R, 
ni dans les axiomes explicites de 7 


C45. Soient R une relation de T°, et x une lettre qui n’est pas une constante de F. Si R 
zst univoque en x dans 7, R = (x = v%,(R)) est un théorème de T°. Réciproquement, si, 
bour un terme T de I ne contenant pas x, R = (x = T) est un théorème de F, R est 
univoque en x dans F. 

Supposons que R soit univoque en x dans J , et prouvons que R = (x = r,(R)) 
est un théorème de 7 ar l'hypothèse R. Alors, (t.(R) | x)R est vraie 
d’après S5, donc « R ct (t,({R) | x)R » est vraie. Or, comme R est univoque en %, 


(R et (T(R) |x)R) = (x = x, (R)) 


est un théorème de Z d’après C30 (I, p. 34). Donc x = ı,(R) est vraie. 

Réciproquement, supposons que R = (x = T) soit un théorème de Z. Soient 
+, z des lettres distinctes entre elles et distinctes de x, ne figurant ni dans R, ni dans 
les axiomes explicites de J. Comme x n’est pas une constante de Z et ne figure 
pas dans T, les relations (y | x)R = (y = T) et (3]x)R = (z = T) sont des 
théorèmes de 7. Adjoignons les hypothèses (y | x) et (z | x) R. Alors y = T et 
z = T sont vraies, donc y = z est vraie. 


Soit R une relation de Z. La relation 
«(4x)R et il existe au plus un & tel que R » 


se désigne par « il existe un & et un seul tel que R ». Si cette relation est un 
théorème de 7, on dit que R est une relation fonctionnelle en x dans 7 


C46. Soient R une relation de F , et x une lettre qui n’est pas une constante de 7. Si R 
zst fonctionnelle en x dans 7, R = Qu = T,(R)) est un théorème de T°. Réciproquement, 
=, pour un terme T de F ne contenant pas x, R <> (x = T) est un théorème de 7, R est 
conctionnelle en x dans T 

Supposons que R soit fonctionnelle en x dans 7. Alors, R = (x = r,(R)) est 
un théorème de J d’après C45. D’autre part, (4x)R est un théorème de 7 
D'après S6, la relation 

(x = t,(R)) = (R = (A)R) 


est un théorème de Z. Si nous adjoignons l’hypothèse x = r,(R), on voit que R 
est vraie. Donc (x = t,(R)) > R est un théorème de 7 

Réciproquement, si R <> (x = T) est un théorème de 7, R est univoque en 
s dans 7 d’après C45. En outre, (T | x)R <> (T = T) est un théorème de 7 
donc (T|x)R, et par suite (Jx) R, sont des théorèmes de 7 


Lorsqu'une relation R est fonctionnelle en x dans 7, R est donc équivalente 
à la relation, souvent plus maniable, x = +,(R). Aussi odata généralement 
un symbole abréviateur X pour représenter le terme +,(R). Un tel symbole 
s'appelle symbole fonctionnel dans 7. 
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Intuitivement, È représente l’objet unique qui possède la propriété définie par R. 
* Par exemple, dans une théorie où «y est un nombre réel >0 » est un théorème, la 
relation «x est un nombre réel 20 ei y = x?» est fonctionnelle en x. On prend 


comme symbole fonctionnel correspondant Vy ou y'2.4 


C47. Soient x une lettre qui n’est pas une constante de F , Rixi et Six? deux relations 
de T. Si Rixi est fonctionnelle en x dans J, la relation Six,(R}}i est équivalente à 
(Ax)(Rixi et Sixi). 

En effet, il résulte de C46 et C43 que (Risi ct Sixt) est équivalente à 
(Rix; et Sir, (R)i); comme Sir, (R)i ne contient pas x, (3x)(Rixi et Sir, (R)})est 
équivalente à 

Sit, (R); et (4x)R 


d’après C33 (I, p. 35); on conclut en remarquant que {x)R est vraie, puisque R 
est fonctionnelle en x. 


APPENDICE 
CARACTERISATION DES TERMES ET DES RELATIONS 


La métamathématique, lorsqu’elle dépasse le niveau très élémentaire du présent 
chapitre, utilise largement les résultats de la mathématique; nous l’avons signalé 
dans l’Introduction. Le but de cet Appendice est de donner un exemple simple 
de ce genre de raisonnements. Nous commencerons par établir certains résultats 
qui se rattachent à la théorie mathématique des monoïdes libres (A, 1,8 7,n° 2); 
nous en ferons ensuite l’ «application » métamathématique à la caractérisation 
des termes et relations d’une théorie. 


1. Signes et mots 


* Soit S un ensemble non vide, dont les élements seront appelés signes dans ce qui 
suit {cette terminologic étant appropriée à l’application métamathématique que 
nous avons en vuc). Soit L,{S) le monoide libre construit sur S (A, I, $ 7, n°2) 
dont les éléments (appelés mots) sont identifiés aux suites finies À = (S)o<ien 
d'éléments de S; nous noterons multiplicativement la loi de composition dans 
L,(S), AB étant donc la suite obtenue par juxtaposition de À et de B. Le mot 
vide Ø est élément neutre de L,(S). Rappelons que la longueur L(A) d’un mot 
À € L,(S) est le nombre d’éléments de la suite 4; on a /(AB) = {(4) + (B); 
les mots de longueur 1 sont les signes. Nous désignerons par L(S) l’ensemble des 
mots non vides de Lo(S). 

Supposons en outre donnée une application s + n(s) de S dans l’ensemble N 
des entiers >0; pour tout mot non vide À = {s)oc;<x de L{S), on pose n(A) = 
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k 
= n(s), et n(S) = 0; on dit que n(A) est le poids de A. On a évidemment 


:=0 
n'AB) = n(A) + n(B). 

Si À = A’BA”, on dit que le mot B est un segment de A (segment propre si en 
outre B # A). Si A’ (resp. A”) est vide, on dit que B est un segment initial (resp. 
‚inal) de A. Si [(4°) = k, on dit que B commence à la (k + 1)-ème place. 

Si A = BCDEF (où les mots B, C, D, E, F peuvent être vides), on dit que les 
segments C et E de A sont disjoints. 


2. Mots significatifs 


Nous appellerons suite significative toute suite (4,),<,<, de mots de L,(S) qui 
possède la propriété suivante: pour chaque mot A, de la suite, l’une des deux 
conditions suivantes est vérifiée : 

1° A, est un signe de poids 0. 

2° Il existe p mots 4,, 4;,,..., 4i, de la suite, d'indices <i, et un signe f de 
poids p, tels que À; = fA, 4,,...4;. 

On appelle mots significatifs les mots qui figurent dans les suites significatives. 
On a immédiatement le résultat suivant: 


PROPOSITION 1.— Si 4,, 4,,..., A, sont p mots significatifs el f un signe de poids p, 
le mot fA:42...2A, est significatif. 


3. Caractérisation des mots significatifs 


Un mot AeL,(S) est dit équilibré s’il possède les deux propriétés suivantes: 
1° L(A) = n(A) + 1 (ce qui implique que À n’est pas vide). 
2° Pour tout segment initial propre B de A, on a /(B) < n(B). 


PROPOSITION 2. — Pour qu'un mot soit significalif, il faut et il suffit qu’il soit équilibré. 

En effet, soit À un mot significatif, figurant dans une suite significative 
A1, Aa. . ., Án; nous allons montrer, par récurrence sur k, que chacun de ces A, est 
équilibré. Supposons ceci établi pour les A, d’indice j < k, et prouvons-le pour 
Ap. Si A, est un signe de poids O (ce qui est la seule hypothèse -possible pour 
k = 1), A, est équilibré puisque i (d) = letn(4,) = 0. Sinon, A, = fB,B,...B, 
où fest un signe de poids p, et les B, sont de la forme A,,, avec i < k, donc sont 
des mots équilibrés par hypothèse, On a 


KA) = 1 + Bi) + (B2) ++ 1B,) 
1 + (n(B) + 1) + (a(Ba) + 1) +++: + (n(B,) + 1) 
1 +p + n(B;) + n(Be) +... + n(B,) = 1 + n(4). 


Soit d’autre part C un segment initial propre de 4,, et soit q le plus grand des 
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entiers m < p tels que Bn soit un segment de C; on a donc C = fB,B,...BD, 
où D est un segment initial propre de B,,.,. Donc 


UC) = 14408) +--+ I(B) + UD) 


1 + (n(Bi) + 1) + + (aBa) + 1) + r(D) 
p + n(B;) +: + n(B,) + n(D) = 


A A I 


Donc 4, est équilibré. 
Pour prouver que, réciproquement, tout mot équilibré est significatif, nous 
avons besoin des deux lemmes suivants: 


Lemme 1. — Soit A un mot équilibré. Pour tout entier k tel que Q < k < L(A), il existe 
un segment équilibré S de A et un seul qui commence à la (k + 1)-ême place. 

L’unicité de S résulte aussitôt de la remarque suivante: si 7’ est un mot 
équilibré, aucun segment initial propre de T n’est équilibré par definition. 
Prouvons l'existence de S. Posons A = BC où /(B) = k. Pour tout à tel que 
0 < ¿i < q = L(C), soit C; le segment initial de C de longueur i. Comme B est un 
segment initial propre de A, on a 


(Ca) = [(4) — KB) > n(4) + 1 — n(B) = n(C,) + 1. 

D'autre part, on a 0 = /!(C,) < n(C,) = 0. Soit ¿ le plus grand des entiers 
j< g tels que /(C,) < n(C,) pour 0 < À < 7; on a donc (Cù) < n(C;) et 
[(Ci41) > n(C;,1) + 1. Montrons que C; + est équilibré. La condition relative aux 
segments initiaux propres est vérifiée en raison de la définition de i. D’autre part, 
on a 

n(Cisn) + 1 <Ci) = (Ci) + 1 < n(C;) + 1 nl.) + 1 


donc /(C;,,) = n(C;,1) + 1, ce qui achève la démonstration. 


Lemme 2. — Tout mot équilibré À peut se mettre sous la forme A = fA Aa... Ap, où les 
À, sont équilibrés et où n( f) = p. 

En effet, soit f le signe initial de A. D’après le lemme 1, A peut s'écrire 
JA:42...4,, où les A, sont équilibrés: il suffit de définir par récurrence A, comme 
étant le segment équilibré de A commençant à la k(i)-ème place, où k(i) = 
De > /(4;). On a en outre 

I<i 

1 + (4) + + (4) = 1(A) = n(4) +1 
n( f) +n(A,) + + n(4,) + 1 
CP) + AD = D ++ A) N + 1 


1i 


ii 


d'où n{f) = p. 
Ces lemmes étant établis, on voit aussitôt, par récurrence sur la longueur de 
À, que tout mot équilibré A est significatif, en raison du lemme 2 et de la prop. 1. 


COROLLAIRE 1. — Soit A un mot significatif. Pour tout entier k tel que O < k < L(A), 
il existe un segment significatif de À et un seul qui commence à la (k + 1)-ême place. 
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COROLLAIRE 2. — Tout mot significatif À peut se mettre, d’une manière et d’une seule, 
sous la forme fA Aa... Ay, où les À; sont significatifs et où n( f) = p.y 


4. Application aux assemblages d’une théorie mathématique 


Supposons que l’ensemble S soit l’ensemble des signes d’une théorie mathé- 
matique 7. Nous poserons n([]) = 0, n(x) = n(m) = 1, n(V) = 2, n(x) = 0 
pour toute lettre x; enfin, pour tout signe spécifique s de 7, n(s) est le poids de s, 
fixé par la donnée de I. 

Soit A un assemblage de 7. Nous désignerons par A* le mot obtenu en 
effaçant les liens de A, et nous dirons que A est équilibré si A* est équilibré (dans 
L,(S)). Nous appellerons segment de A tout assemblage obtenu en munissant un 
segment S de A* des liens qui, dans À, joignent deux signes de S. 


CRITÈRE 1. — Si À est un terme ou une relation de 7, A est équilibré. 

Soit en effet A,, A,,..., À, une construction formative de Z où figure A. 
Raisonnant par récurrence, supposons démontré que les A, d'indice j < i sont 
équilibrés, et prouvons que A, est équilibré. Cela s’établit comme dans la première 
partie de la démonstration de la prop. 2, sauf lorsque A, est de la forme *,(B), 
avec B = A, jJ < i. Dans ce cas, soit C l'assemblage obtenu en remplaçant x, 
en chacune de ses occurrences dans B, par ©]; le mot A# est identique à +C*; 
or B* est équilibré, donc C* est équilibré (puisque n([]} = n(x) = 0); par suite 
AF est équilibré. 


Nous avons donc obtenu une condition nécessaire pour qu’un assemblage de 
T soit un terme ou une relation. Cette condition, on va le voir, n’est pas suffisante. 

Soit A un assemblage équilibré de 7°. Si À commence par une lettre ou un [], 
A se réduit nécessairement à ce signe initial (cor. 2 de la prop. 2). Dans tous les 
autres cas, nous allons définir le ou les assemblages antécédents à A. 

1° Si À commence par un 7, ou un v, ou un signe spécifique, A* se met de 
manière unique sous la forme fB,B,...B,, f étant un signe de poids p > 1 et les 
B, étant équilibrés (cor. 2 de la prop. 2). Nous appellerons assemblages antécé- 
dents à A les segments A,, A,,..., A, de A qui correspondent aux segments 
B,, B;,,..., B, de A*. En outre, nous dirons que A est parfaitement équilibré si A 
est identique afA,A,...A,, autrement dit si, dans À, aucun lien ne joint f à l’un 
des B,, ou deux des B, distincts entre eux. 

2° Si À commence par un +, A* est de la forme +B, B étant équilibré (cor. 2 
de la prop. 2). Nous appellerons assemblage antécédent à A l’un quelconque des 
assemblages A, définis de la façon suivante: on remplace les [] de B qui sont liés 
dans A au r initial par une lettre x distincte des autres lettres figurant dans B, et 
on rétablit les liens qui joignent, dans A, deux signes de B. (Si, au lieu de x, on 
substitue une lettre y qui ne figure pas non plus dans B, on obtient un assemblage 
qui west autre que (y | x)A,.) En outre, nous dirons que A est parfaitement 
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équilibré si A est identique à r,(A,), autrement dit si aucun lien ne joint le % 
initial à des signes de B autres que des []. 
On peut alors énoncer le critère suivant: 


CRITÈRE 2. — Soit A un assemblage équilibré de T`. 

Pour que A soit un terme, il faut et il suffit que l’une des conditions suivantes soit 
vérifiée: 1) A se réduit à une lettre; 2) A commence par un x, est parfaitement équilibré, et 
les assemblages antécédents sont des relations (d'après CF8, il suffit de vérifier qu’un 
assemblage antécédent est une relation). 

Pour que A soit une relation, il faut et il suffit que l’une des conditions suivantes soit 
vérifiée: 1) À commence par un v ou un ^, est parfaitement équilibré, et les assemblages 
antécédents sont des relations; 2) A commence par un signe spécifique, est parfaitement 
équilibré, et les assemblages antécédents sont des termes. 

Les conditions sont suffisantes d’après les critères CF1 à CF4 (I, p. 19). 
Montrons qu'elles sont nécessaires. Si A est une relation, on a vu (I, p. 19) que 
A commence par un vV, ou un 7, ou un signe spécifique. On raisonne de façon 
analogue dans les trois cas. Si par exemple À commence par un V, À est de la 
forme v BC, où B et C sont des relations, de sorte que B, C sont les assemblages 
antécédents à À; À est donc parfaitement équilibré. Si À est un terme, ou bien il 
se réduit à une lettre, ou bien il commence par un r. Si À commence par un r, la 
définition d’une construction formative prouve que À est de la forme r,(B), où 
B est une relation et x une lettre, de sorte qu’on peut prendre B pour assemblage 
antécédent à À et que À est parfaitement équilibré. 

Lorsqu’on veut savoir si un assemblage donné À (non réduit à une lettre) est une 
relation (resp. un terme) de 7, on vérifie d’abord que A est équilibré, et qu’il com- 
mence par un V, un 7 ou un signe spécifique (resp. un T). On forme le ou les assem- 
blages antécédents, et on vérifie s’il y a lieu que A est parfaitement équilibré. Ceci 
fait, on est ramené à un problème analogue, mais concernant des assemblages plus 


courts. De proche en proche, on est ramené à des assemblages dont chacun est réduit 
à un signe, pour lesquels la solution est immédiate. 


Remarque—Sauf pour certaines théories mathématiques particulièrement pauvres en 
axiomes (I, p. 50, exerc. 7), on ne dispose pas, en général, d’un procédé du type précé- 
dent, permettant de savoir si une relation donnée R d’une théorie J est un théorème 
de F. 


Exercices 


SI 
lI) Soit Z une théorie sans signe spécifique. Aucun assemblage de F n’est une relation. Les 
seuls assemblages de Z qui soient des termes sont les assemblages réduits à une lettre. 


2) Soit À un terme ou une relation d’une théorie J. Montrer que dans A, chaque signe U], 
s’il y en a, est lié à un seul signe t, situé à sa gauche. Montrer que dans À, chaque signe +, 
s’il y en a, est, ou bien non lié, ou bien lié à certains signes [] situés à sa droite. Aucun autre 
signe figurant dans À n’est lié. 





3; Soit À un terme ou une relation d'une théorie Z. Montrer que dans À, chaque signe 
spécifique, s’il y en a, est suivi par un (J, ou par un T, ou par une lettre. 


£ Soient A un terme ou une relation d’une théorie 7°, B un assemblage de Z. Montrer que 
AB n’est ni un terme, ni une relation de Z. (Raisonner par récurrence sur le nombre de 
signes de À.) 


5) Soient A un assemblage d’une théorie Z, x une lettre. Si T,(A) est un terme de 7, A est 
unce relation de Z. 


5) Soient A et B des assemblages d’une théorie Z. Si A ct + AB sont des relations de F> 
B est une relation de F (utiliser exercice 4). 


82 

l; Soient Z une theorie, A,, Aa, ..., À, ses axiomes explicites, @,, da, ..., @, ses constantes. 
ai Soit J” la théorie dont les signes et les schémas sont ceux de J, et dont les axiomes 
explicites sont A), Aa... ., An... On dit que A, est indépendant des autres axiomes de F si 7” 
n'est pas équivalente à 7. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que À, ne soit pas un 
théorème de 7”. 

b) Soit Z” une théorie dont les signes ct les schémas sont les mêmes que ceux de Z. Soient 
Ti, Ta,..., Th des termes de 7 tels que (T, | a,)(Ta | 42j...(T, | a,)A, soit un théorème 
de 7” pour i = 1,2,...,n — l, et tels que non(T, | a,)(T, | &)...(T, | a,)A, soit un 


théorème de J”. Alors A, est indépendant des autres axiomes de 77, ou J” est contradictoire. 


$3 


1) Soient A, B, C des relations d’une theorie logique 7. Montrer que les relations suivantes 
sont des théorèmes de 7°: 


A = (B = À) 
(A = B) > ((B = C) = (A = C)) 
A => ((non À) = B) 
(A ou B) > ((A = B) = B) 
(A = B) = ((A et B) ou ((non A) et (non B))) 
non((non À) < B) = (A = B) 

(A = (B ou (non C))) > ((C et A) + B) 
(A = (Bou C)) = (Bou (A = C)) 
(A = B) = ((A = C) = (A = (BetC))) 
(A = C) = ((B = C) = ((A ou B) = C)) 
(A = B) = ((AetC) > (BetC)) 

(A = B) => ((A ou C) = (B ou C)). 
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2) Soit A une relation d’une théorie logique F. Si À < (non A) est un théorème de 7, 7 
est contradictoire. 


3) Soient A,, Az, ..., À, des relations d’une théorie logique F. 

a) Pour démontrer la relation «A, ou Az ou ... ou A,» dans J, il suffit de démontrer 
A, dans la théorie obtenue en adjoignant à Z les axiomes non A,, non As,...,non À, _:. 
b) Si « À, ou A, ou... ou A,» est un théorème de J, et si on veut démontrer qu’une 
relation A de F est un théorème de Z, il suffit de démontrer les théorèmes A, > À, 
Az > À,..., À, = À. 


4) Soient A et B des relations d’une théorie logique 7. Désignons par À | B la relation 
«(non A) ou (non B) ». Prouver dans 7 les théorèmes suivants: 
(non À) = (A| A) 
(A ou B) <> (A | A) | (B | B)) 
(A et B) = ((A | B) | (A | B)) 
(A = B) = (A | (B | B)) 

5) Soient J une théorie logique, A1, 42,..., An ses axiomes explicites. Pour que À, soit 
indépendant des autres axiomes de 7 (I, p. 47, exerc. 1), il faut et il suffit que la théorie dont 
les signes et les schémas sont ceux de Z, et les axiomes explicites A,, A2,..., An- 1 (non A,) 
soit non contradictoire. 


$4 
Dans tous ces exercices, 7 désigne une théorie quantifiée. 
1) Soient A et B des relations de J, x une lettre ne figurant pas dans A. Alors 
(Vx)(A = B) <> (A = (Vx)B) est un théorème de Z. 
2) Soient A et B des relations de 7, x une lettre distincte des constantes de J et ne figurant 


pas dans A. Si B = A est un théorème de 7, ((3x)B) > A est un théorème de Z. 


3) Soient A une relation de 7, x et y des lettres. Les relations (Yx) (Yy) A > (Yx) ((x | y)A), 
(3x) ((x | y) A)  (4x)(47)A sont des théorèmes de Z. 
4) Soient A et B des relations de 7, x une lettre. Montrer que les relations 
(vx) (A ou B) => ((vx)A ou (3x)B) 
((34)A et (Vx)B) = (3x) (A et B) 
sont des théorèmes de F. 
5) Soient A et B des relations de F, x et y des lettres. Si x ne figure pas dans B et si y ne 
figure pas dans À, 
(vx) (Yy) (A et B) <> {(Vx)A et (Vy)B) 
est un théorème de 7. 
6) Soient A et R des relations de J, x une lettre. Les relations 
(34%)R > (3%)R, (VX)R = (Vax)R 
sont des théorèmes de 7. 
7) Soient A et R des relations de 7’, x une lettre distincte des constantes de Z. Si R => A est 
un théorème de 7°, (3x) R < (14x)R est un théorème de F. Si (non R) > A est un théorème 


de 7, (Vx)R > (Vax)R est un théorème de 7. En particulier, si A est un théorème de 7, 
GX) R > (34%)R et (Vx)R = (Vax)R sont des théorèmes de F. 


8) Soient A et R des relations de 7, T un terme de J, x une lettre, Si (T | x)A est un 
théorème de I, (T | x)R > (34%)R, et (Yax) R = (T | x)R sont des théorèmes de 7. 
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Dans tous ces exercices, 7 désigne une theorie égalitaire. 
La relation x = y est fonctionnelle en x dans 7. 


- Soient R une relation de F, x et y des lettres distinctes. Alors les relations (3%) (x = yet R), 
y | *)R sont équivalentes dans 7. 


3 Soient R et S des relations de J, T un terme de J, x et y des lettres distinctes, On 

suppose que ÿ n’est pas une constante de F et que x ne figure pas dans T. Soit 7°” la théorie 

cbtenue en adjoignant S aux axiomes de FT. Si R est fonctionnelle en x dans 7”, et si 
T | y)S est un théorème de 7, alors la relation (T | y)R est fonctionnelle en x dans 7. 


+ Soient R et S des relations de J, x une lettre qui n’est pas une constante de Z. Si Rest 
fonctionnelle en x dans J, et si R <> S est un théorème de 7, S est fonctionnelle en x dans 7. 


3 Soient R, S, T des relations de F, x une lettre. Si R est fonctionnelle en & dans Z, mon- 
trer que les relations suivantes sont des théorèmes de 7°: 


(non (Ix) (R et S)) = (Ax) (R et (non S)) 
(3x) (R et (Set T)) > (Ix) (R et S) et (Ix) (R et T)) 
(3x) (R ct (S ou T)) = ((3x)(R et S) ou (3x) (R et T)). 


5. Montrer que dans J, la règle (3x)R = R n’est pas un schéma. (Soient x, y des lettres 
distinctes, R une relation où figurent x et y, A la relation (3x)R > R. Montrer que (y | x) A 
ne peut être de la forme (3z) R’ = R’), en utilisant le cor. 2 de la prop. 2 de Appendice). 


Montrer que dans 7, la règle (R => S) = (T(R) = Ts(S)) n’est pas un schéma (même 
méthode que dans l’exerc. 6). 


Appendice 


Soient S un ensemble de signes, A un mot de Lo(S), B et C deux segments significatifs de 
4. Alors, ou bien B est un segment de C, ou bien C est un segment de B, ou bien B et C sont 
disjoints. 
2: Soient S un ensemble de signes, A un mot significatif de L,(S), qui se met sous la forme 
VBA’, où B est significatif. Soit C un mot significatif; alors le mot 4’CA” est significatif 
utiliser l’exerc. 1). 


3 Soient E un ensemble, fune application de E x E dans E («loi de composition », cf. A, I, 
ÿ 1, n°1). Soit S un ensemble de signes somme de E et d’un ensemble réduit à l'élément f; on 
posen(f) = 2, n(x) = 0 pour tout x € E. 

© Soit M l’ensemble des mots significatifs de L,(S); montrer qu’il existe une application et 
une seule v de M dans E satisfaisant aux conditions suivantes: 1) v(x) = x pour tout x € E; 
2: si A et B sont deux mots significatifs, v( fAB) = f(v(4), v(B)). 

b. Pour tout mot A = (s)o<i<n de Lo(S), soit A* le mot (s;„), où les z, sont les indices à tels 
que s # f, rangés par ordre croissant. Deux mots A, B de L,(S) sont dits semblables si 
4* = B*. Montrer que, si la loi de composition fest associative (c’est-à-dire si f{ f(x, y), z) = 
fx f(y, z))), on a v(A) = v(B) pour deux mots significatifs semblables («théorème 
général d’associativite »). (Un mot significatif À = (si)o<icon est dit normal si s = f pour 
i = 0,2, 4,..., 2n — 2, s # f pour les autres indices. Montrer que tout mot significatif A 
est semblable à un mot normal et un seul A’, et prouver que v( 4) = v(A’) par récurrence sur 
ia longueur de A.) 


© 4) Soit A un terme ou une relation d’une théorie 7. Considérons la suite d’assemblages 
définie de la façon suivante. On écrit d’abord À; si À se réduit à une lettre, la construction 
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est terminée. Sinon, on écrit le ou les assemblages antécédents à A (si A commence par un T, 
on choisit arbitrairement un des assemblages antécédents). Puis on écrit, s’il y a lieu, le ou les 
assemblages antécédents à ceux des assemblages précédents qui ne sont pas réduits à des 
lettres. Etc. 

a) Si on renverse l’ordre de cette suite d’assemblages, on obtient une construction formative. 
b) Soit B un segment de A, équilibré et tel qu'aucun signe de B ne soit lié dans A à un signe 
extérieur à B. Montrer que B est un terme ou une relation (utiliser a) et l’exerc. 1). 

c) On remplace B dans A par un terme (resp. une relation) si B est un terme (resp. une 
relation). Montrer que l’assemblage obtenu est un terme si À est un terme, une relation si À 
est une relation. 


5) Soient A un assemblage d’une théorie 7, T un terme de J, x une lettre. Si (T | x)A 
est un terme (resp. une relation), À est un terme (resp. une relation). (Utiliser l’exerc. 4.) 


6) Une relation d’une théorie Z est dite logiquement irréductible si elle commence par un signe 
spécifique. Soient Ri, R:,..., Rn des relations logiquement irréductibles distinctes de Z. 
On appelle construction logique de base R;, Ra,..., R,, toute suite A}, A:,..., A, d’assem- 
blages de 7 tels que, pour chaque À, l’une des conditions suivantes soit vérifiée: 1° A, est 
Pune des relations R;, R;,...,R,; 2° il existe un assemblage A, précédant A, tel que A, soit 
7A,; 3° il existe deux assemblages A, et A, précédant À; tels que A, soit V A,A,. 

a) Montrer que les assemblages d’une construction logique de base R,, R:,..., Rn sont des 
relations de Z. On appelle relation logiquement construite sur R,, Ra,..., R, une relation qui 
figure dans une construction logique de base R,, R;,...,R,. 

b) Si R et S sont logiquement construites sur R;, R2,..., R,, il en cst de même de aR, 
yv RS, =RS,«Ret$S», R <4 S. 

c) Soit R une relation de 7. On considère la suite des relations définie de la façon suivante. 
On écrit d’abord R; si R est logiquement irréductible, la construction est terminée. Sinon, 
on écrit le ou les assemblages antécédents à R (qui sont des relations bien déterminées). Puis 
on écrit, s’il y a lieu, le ou les assemblages antécédents à ceux des assemblages précédents qui 
ne sont pas logiquement irréductibles. Etc. Soient R,, R:...., R, les relations logiquement 
irreductibles distinctes que fournit cette construction: on les appelle les composantes logiques 
de R. Montrer que R est logiquement construite sur ses composantes logiques, mais que, si on 
ôte de la suite R;, Ra,..., R, une relation, R n’est pas logiquement construite sur les rela- 
tions restantes. 

d) Soient R une relation, R;, R:,..., R, des relations logiquement irréductibles distinctes 
telles que: 1° R est logiquement construite sur R4, R:,..., R,: 2° si on ôte une relation de la 
suite R;, R:,..., Rn, R n'est pas logiquement construite sur les relations restantes. Montrer 
que R,, R:...., R, sont les composantes logiques de R. 


47) Soient R;, R:,..., R, des relations logiquement irréductibles distinctes (exerc. 6) 
d’une theorie F. Soit A,, Aa,..., À, une construction logique de base R;, R:,...,R,. 
Supposons chaque R, affecté de l’un des signes 0, 1. On affecte alors à chaque A; l’un des 
signes 0, 1 par la règle suivante: 1° Si A, est identique à R;. on affecte à A, le même signe 
qu’à R;; 2° si A, est identique à 7A,, A, précédant A,, on affecte à A, le signe 1 (resp. 0) si 
A, est affecté du signe 0 (resp. 1); 3° si A, est identique à V A,A,, on affecte à A, le signe 1 si 
A; et A, sont tous deux affectés du signe 1, le signe 0 dans les autres cas. (On dit qu’on 
applique la «règle symbolique » suivante: 70 = 1, 1 = 0, VII = 1, VIO = VOI = 
v00 = 0.) 

a) Montrer qu’il n’y a qu’une seule manière d’attribuer un signe à chaque A,, conformément 
à la règle précédente. 

b) Si R est logiquement construite sur R,, R:,..., Rp le signe affecté à R ne dépend que de 
la construction logique de base R,, R:,..., Rn où figure R. 

c) Si R et S sont logiquement construites sur R,, R2,..., R, et si les signes affectés à R et 
= RS sont 0, le signe affecté à S est 0. 

d) Supposons désormais que les axiomes de 7 soient fournis par les seuls schémas S1 à S4. 
Soit R un théorème de 7, R,, R:,..., R, ses composantes logiques. Montrer que, quelle 
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que soit la manière d’affecter l’un des signes 0 ou 1 à R,, R:,..., Ra le signe correspondant 
affecté à R est 0 (établir d’abord ceci quand R est un axiome de 7; dans le cas général, 
considérer une démonstration de R, et appliquer c)). 

€ Soit R une relation logiquement irréductible de 7. Montrer que ni R, ni «non R» ne 
sont des théorèmes de Z. En particulier, J est non contradictoire (utiliser d)). 

7, Soient R, R:,..., Ra des relations logiquement irréductibles distinctes de 7. On 


considère toutes les relations de la forme « R{ ou R3 ou ... ou R; », où, pour chaque i, Rj est 
l'une des deux relations R, «non R;». Soient S1, S:,..., Sp ces relations. Soient 
T,, To,..., T, les relations de la forme « S, et Si, et... et Si », où i, i2,..., à, est une 


suite strictement croissante quelconque d’indices. Soit enfin To la relation « R, ou (non R4)» 
qui est un théorème de J. Montrer que toute relation logiquement construite sur 
R;, R:,..., R, est équivalente dans 7 à une et une seule des relations To, T1,..., To 
Demontrer d’abord que chaque relation R; est équivalente dans Z à l’une des relations 
Tos Tis... Ta si R est logiquement construite sur R,, R;,..., Ra, raisonner de proche en 
proche sur une construction logique de base R, R:,..., Rn contenant R; pour l’unicité, 
utiliser d).) 
z Soient R une relation de 7, R;, R:,..., R, ses composantes logiques. Pour que R soit un 
théorème de 7, il faut et il suffit que, pour toute manière d’affecter l’un des signes 0 ou 1 à 
R,, R:,..., R,, le signe correspondant affecté à R soit 0. 


© 8) Soient Rı, R:,..., R, des relations logiquement irréductibles d’une theorie 7 
exerc. 6). Affectons à chacune des R, l’un des signes 0, 1, 2. A toute relation d’une construc- 
uon logique de base R;, R:,..., R, on affecte alors l’un des signes 0, 1, 2 par la règle 
symbolique (exerc. 7) suivante: 
70 = 1, al = 0, 19e); 
v00 = VOI = v0 = VIO = V20 = V22 = 0, 


VII = IH, VI2:= Vol = 2, 
2 Si R cst logiquement construite sur R:, Ro, ..., R, le signe ainsi affecté à R est indé- 
„endant de la construction logique de base R;, R:,.... R, où figure R. 


> Supposons que les axiomes de 7 soient fournis par les seuls schémas S2, S3, S4. Soit Run 
théorème de Z. Montrer que, quelle que soit la manière d’affecter l’un des signes 0, 1, 2 
aux composantes logiques de R, le signe correspondant affecté à R est 0. Par contre, si S est 
logiquement irréductible et affectée du signe 2, le signe affecté à (S ou S) = S est 2. En 
déduire que F est non équivalente à la théorie ayant mêmes signes que J, et dont les 
axiomes sont fournis par les schémas S1, S2, S3, S4. 

c Établir un résultat analogue pour des théories basées sur les seuls schémas S1, S3, S4, 
ou sur les seuls schémas S1, S2, S4. (On utilisera respectivement les règles suivantes: 


70 = I, 1 = 0, set? v 00 vol v 10 v 02 v20 = 0, 
vll = l, vVI2= V21 = 1, V22.—=: 1; 
70 = 1, = 2; 72 = 0, 
VO00= vôl = við = v02 = v20 = v2} = 0, 
Vll= vi12= 1, v22 = 2.) 
d) Établir un résultat analogue pour une théorie basée sur les seuls schémas S1, $2, $3. 
On utilisera quatre signes 0, 1, 2, 3, et la règle suivante: 
70 = 1, 71 = 0, 32-3; a3 = 0, 
v00 = vOI = vi v 02 v20 = v03 v30 = v23 = V32 = 0, 
vli= l, v12 = v2i = v22 = 2, vi3 = v3l= v33 = 3.) 

















CHAPITRE II 


Théorie des ensembles 


§ 1. RELATIONS COLLECTIVISANTES 


1. La théorie des ensembles 


La théorie des ensembles est une theorie dans laquelle figurent les signes spécifiques 
=, €, de poids 2; elle comporte, outre les schémas S1 à S7, donnés au chap. I, le 
schéma S8 qui sera introduit au n° 6 (II, p. 4), et les axiomes explicites Al 
(II, p. 2), A2 (II, p. 4), A3 (II, p. 30), et A4 (III, p. 45). Ces axiomes explicites 
ne contiennent pas de lettres; autrement dit, la théorie des ensembles est une 
théorie sans constantes. 

Puisque la théorie des ensembles est un théorie égalitaire, les résultats du 
chap. I lui sont applicables. 

Désormais, et sauf mention expresse du contraire, nous raisonnerons toujours 
dans une théorie plus forte (I, p. 24) que la théorie des ensembles; quand la 
théorie n’est pas mentionnée explicitement, c’est de la théorie des ensembles qu’il 
s’agit. Il sera évident dans bien des cas qu’une telle hypothèse n’est pas nécessaire, 
et le lecteur déterminera sans peine dans quelle théorie moins forte que la théorie 
des ensembles les résultats énoncés sont valables. 

Si T et U sont des termes, l’assemblage € TU est une relation (dite relation 
d'appartenance) que nous noterons pratiquement de l’une quelconque des manières 
suivantes: T e U, (T)e (U), «T appartient à U», « T est élément de U». La 
relation «non(Te U) » se note T ¢ U. 

Du point de vue « naïf », beaucoup d'êtres mathématiques peuvent être considérés 
comme des collections ou « ensembles » d’objets. Nous ne chercherons pas à formaliser 
cette notion, et dans l'interprétation formaliste de ce qui suit, le mot « ensemble » doit 
être considéré comme strictement synonyme de « terme »; en particulier, des phrases 
telles que «soit X un ensemble » sont, en principe, totalement superflues, puisque 


toute lettre est un terme; de telles phrases ne sont introduites que pour faciliter 
l'interprétation intuitive du texte. 
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2. L’inclusion 


DéÉriniTioN 1.— La relation désignée par (Wz)((ze x) = (zey)) dans laquelle ne 
figurent que les lettres x ety, se note de l’une quelconque des manières suivantes: x € y, yY = x, 
«x est contenu dans y », «y contient x », «x est une partie de y », «x est un sous-ensemble de 
y». La relation non(x © y) se note x & y ouy P x. 


Conformément aux usages signalés dans I, p. 16, cette définition entraine la 
convention métamathématique suivante: soient T et U des assemblages; si, dans 
Passemblage x € y, on substitue simultanément T à x et U à y, on obtient un 
assemblage qui sera désigné par T < U; si on désigne par x, y des lettres quel- 
conques distinctes de x et de y, distinctes entre elles, et ne figurant ni dans T, ni 
dans U, l’assemblage T € Uestdoncidentique à (T|s)(U|y)(x|x)(y|y)(x € y), 
donc, d’après CS8, CS9 (I, p. 32) et CS5 (I, p. 17), à (Vz)((3e T) = (ze U)), 
à condition que 2 soit une lettre ne figurant ni dans T, ni dans U. 


Désormais, quand on posera une définition mathématique, on ne signalera plus la 
convention métamathématique qui en résulte. 


CS12. Soient T, U, V des assemblages, et x une lettre. L’assemblage (V | x)(T < U) 
est identique à (V | x)T € (V | x)U. 
Ceci résulte aussitôt de CS9 (I, p. 32) et CS5 (I, p. 17). 


CF13. Si T et U sont des termes, T < U est une relation. 
Ceci résulte aussitôt de CF8 (I, p. 20). 


Toute relation de la forme T € U {où T et U sont des termes) est dite relation 
d’inclusion. 


Désormais, nous n’expliciterons plus les critères de substitution et les critères 
formatifs qui devraient suivre les définitions. On notera cependant que ces critères 
seront souvent utilisés implicitement dans les démonstrations. 


Pour démontrer dans une théorie 7 la relation x € y, il suffit, d’après C27 
(I, p. 32), de démontrer 3 €y dans la théorie obtenue en adjoignant z € x aux 
axiomes de 7, z étant une lettre distincte de x, de y et des constantes de la théorie. 
En pratique on dit: «soit z un élément de x»; et on cherche à démontrer z €y. 


PROPOSITION 1. — x € x. 
Cette proposition est immédiate. 


On dit que x est la partie pleine de x. 


PROPOSITION 2. — (x Cyety €z) = (xc 2). 
Adjoignons les hypothèses x € y,y € z et u € x. Alors les relations 


(ue x) = (uey), (uey) = (uez) 


sont vraies, donc la relation ve z est vraie. 
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3. L’axiome d’extensionalite 


On appelle axiome d’extensionalite ’axiome suivant: 
Al. (Vx)(Vy)((x = y ety © x) = (x = y)). 
Intuitivement, cet axiome exprime que deux ensembles ayant les mêmes éléments 
sont égaux. 
Pour démontrer x = y, il suffit donc de démontrer zey dans la théorie 
obtenue en adjoignant l'hypothèse z €x, et zex dans la théorie obtenue en 
adjoignant Phypothèse z ey, z étant une lettre distincte de x, de y et des constantes. 


C48. Soient R une relation, x une lettre, y une lettre distincte de x et ne figurant pas dans 
R. La relation (Vx)({x € y) <> R) est univoque en y. 

En effet, soit z une lettre distincte de x et ne figurant pas dans R. Adjoignons 
les hypothèses (Vx){{x € y) <> R) et (Vx)((x e z) < R). Alors, on a successive- 
ment les théorèmes 

(vx) (((x € y) > R) et ((x e z) +R), (Yx) ((x € y) + (x € z)), 
yez,z<y. 
D’après AL, on a y = z. Ceci établit C48. 


4. Relations collectivisantes 

Soient R une relation, & une lettre. Si y et y’ désignent des lettres distinctes de & et 
ne figurant pas dans R, les relations (3y) (Yx) ((x € y) > R) et (3y')(Vx)((xe y) = R) 
sont identiques d’après CS8 (I, p. 32). La relation ainsi définie {qui ne con- 
tient pas x) se désigne par Coll,R. 

Lorsque Coll,R est un théorème d’une théorie 7, on dit que R est collec- 
tivisante en x dans 7. S'il en est ainsi, on peut introduire une constante auxiliaire a, 
distincte de x, des constantes de 7, et ne figurant pas dans R, avec l’axiome 
introducteur (Vx)((x € a) <> R), ou, ce qui revient au même si # n’est pas une 
constante de 7, (x e a) < R. 


Intuitivement, dire que R est collectivisante en x, c’est dire qu’il existe un en- 
semble a tel que les objets 4 possédant la propriété R soient précisément les éléments 
de a. 


Exemples 

1) La relation x ey est évidemment collectivisante en x. 

2) La relation x x n’est pas collectivisante en x; autrement dit, (non Coll, (x & x)) 
est un théorème. Raisonnons par l’absurde en supposant x € x collectivisante. 
Soit a une constante auxiliaire, distincte de x et des constantes de la théorie, avec 
laxiome introducteur (Vx)((x ¢ x) > (x e a)). Alors, la relation (a ¢ a) > (a e a) 
est vraie d’après C30 (I, p. 34). La méthode de disjonction de cas (I, p. 28) 
prouve d’abord que la relation a ¢ a est vraie, puis que la relation a € @ est vraie, 
ce qui est absurde. 


C49. Soient R une relation et x une lettre. Si R est collectivisante en x, la relation 
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(Yx) ((x € y) > R), où y est une lettre distincte de x et ne figurant pas dans R, est fonction- 
nelle en y. 

Ceci résulte aussitôt de C48. 

Très fréquemment, dans la suite, on disposera d’un théorème de la forme 
Coll,R. On introduira alors, pour représenter le terme r,(Vr)((xey)  R), qui 
ne dépend pas du choix de la lettre y {distincte de x et ne figurant pas dans R) un 
symbole fonctionnel; dans ce qui suit, nous utiliserons le symbole {x | R}; le 
terme correspondant ne contient pas 4. C’est de ce terme qu’il s’agira quand on 
parlera de «ensemble des x tels que R». Par définition (I, p. 32) la relation 
(Vx)((x e {x R}) => R} est identique à Coll,R; par suite la relation R est équiva- 
lente à xefs | R} 

C50. Soient R, S deux relalions et x une letire, Si R et S sont collectivisantes en x, la 
relation (Yx) (R = S) est équivalente à {x | R, € {x | S}; la relation (Yx) (R => S) est 
équivalente à {x | R} = {x | S}. 

Cela résulte aussitôt de la remarque qui précède, de la déf. 1 et de axiome Al. 


5. L’axiome de l’ensemble à deux éléments 


A2. (Vx)(Wy)Coll.(z = x ou z = y). 


Cet axiome exprime que, si x et y sont des objets, il existe un ensemble dont les 
seuls éléments sont x et y. 


DériNiTioN 2. — L'ensemble {z| z = x ou z = y}, dont les seuls éléments sont x et y, 
se note {x, y}. 

La relation ze fx, y} est donc équivalente à «z = x ou z = y »; il résulte de 
C50 que Pon a {y, x} = {x, y}. 


Soit Rizi une relation, w et y des lettres distinctes de 3. Des critères C32, C33 (I, 
p. 35) et C43 (1, p. 39) il résulte aisément que la relation (4z}({3 € {x, vi) et Rixi) est 
équivalente à « Rjxi ou Riy}»; on en déduit que la relation (Vz)((ze {x, y}) = Risi) 
est équivalente à « Risi ct Rivi ». 


L'ensemble {x, x}, qu’on désigne simplement par {x}, s'appelle l’ensemble dont 
le seul élément est x (ou l’ensemble réduit au seul élément x); la relation ze {x} est 
équivalente à z = x; la relation xe X est équivalente à {x} € X. 


6. Le schéma de sélection et réunion 


On appelle schéma de sélection et réunion le schéma suivant: 


S8. Soient R une relation, x et y des lettres distinctes, X et Y des lettres distinctes de x 
et y et ne figurant pas dans R. La relation 


(1) (W)GX) (MR > (x € X)) = (YY) Coll ((By)((y € Y) et R)) 


est un axiome. 
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Montrons d’abord que cette règle est bien un schéma. En effet, désignons par 
S la relation (1), et, dans S, substituons un terme T à une lettre z; d’après CS8 
(I, p. 32), on peut supposer 4, y, X, Y distincts de z et ne figurant pas dans T. 
Alors (T | z)S est identique à 

(Vy)GX)(Va)(R' = (x € X)) > (VY)Coll.(Gy)((y € Y) et R’)) 
où R' est (T |z)R. 

Intuitivement, la relation (Yy) (3X) (Yx)(R -= (xe X)) signifie que, pour tout 
objet y, il existe un ensemble X (qui peut dépendre de y), tel que les objets x qui sont 
dans la relation R avec l’objet y donné soient des éléments de X (sans constituer 
nécessairement tout l’ensemble X). Le schéma de sélection et réunion affirme que, 
s’il en est ainsi, et si Y est un ensemble quelconque, il existe un ensemble dont les 
éléments sont exactement tous les objets x se trouvant dans la relation R avec un 
objet y au moins de l’ensemble Y. 

C51. Soient P une relation, A un ensemble et x une lettre ne figurant pas dans A. La 
relation « P et x € À » est collectivisante en x. 

Designons par R la relation « P et x = y », où y cst une lettre distincte de & et 
ne figurant ni dans P ni dans A. La relation (Vx)(R = (x € {y})) est vraie d’après 
C27 (I, p. 32). Soit X une lettre distincte de x et de y et ne figurant pas dans P. 
La relation précédente est identique à ({y} | X)((Vx)(R > (x e X))) (notam- 
ment parce que x est distincte de y}, donc la relation (Vy){31X)(vV4)(R = (xe X)) 
est vraie en vertu de S5 et de C27 (I, p. 33 et p. 32). Il résulte de S8 et de C30 (I, 
p. 34) que la relation (A | Y)Coll,Iy)(ye Yet R) (où Y est une lettre ne figurant 
pas dans R) est vraie, et cette relation est identique à Coll,(4y)(y € A et R) (notam- 
ment parce que ni #, ni y ne figurent dans A). Enfin, la relation «y e A et R» 
est équivalente à «x = y et xe A et P» d’après C43 (I, p. 39); comme y ne 
figure ni dans P ni dans A, la relation (3y)(x = yet x € A et P) est équivalente à 
« ((Ay)(x = y)) et xe À ct P» d’après C33 (I, p. 35) donc à «P et xe A» 
puisque (Jy) (x = y) est vraie. 


L'ensemble {x | P et x € A} est appelé l’ensemble des x € A tels que P et se note 
parfois {x € À | P} *(c’est ainsi qu’on parlera de l’ensemble des nombres réels tels 
que P},. 


C52. Soient R une relation, À un ensemble, x une lettre ne figurant pas dans A. Si la 
relation R = (x € À) est un théorème, R est collectivisante en x. 
En effet, R est alors équivalente à«Retxe A». 


Remarque. — Soient R une relation collectivisante en 4, et § unc relation telle 
que (Vx)(S > R) soit un théorème. Alors S est collectivisante en x, car R est 
équivalente à xe {x | R}, donc S => (xe {w | R}) est un théorème et il suffit 
d’appliquer C52. On notera en outre que, dans ce cas, on a {x | S} € {x] R} 
d’après C50. 


C53. Soient T un terme, A un ensemble, x et y des lettres distinctes. On suppose que x 
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ne figure pas dans À, et que y ne figure ni dans T ni dans A. La relation 
(Ax)(y = T et xe À) 


est collectivisante en y. 

Soit R la relation y = T. La relation (Vy)(R = (y e {T})) est vraie, donc il 
en est de même de (Yx) (3X) (Yy) (R = (y e X)), où X est une lettre distincte de 
y ct ne figurant pas dans R. En vertu de S8, la relation (3x) (xe A et R) est 
collectivisante en y, ce qui démontre C53. 


La relation (3x)(y = T et xe A) se lit souvent: « y peut se mettre sous la 
forme T pour un x appartenant à A ». L'ensemble {y | Ix)(y = T etxe A)}est 
généralement appelé l’ensemble des objets de la forme T pour x e A. L’assemblage 
ainsi désigné ne contient ni x ni y, et ne dépend pas du choix de la lettre y 
vérifiant les conditions de C53. 


7. Complémentaire d’un ensemble. L’ensemble vide 


La relation (x ¢ À et x e X) est collectivisante en x d’après C51. 


DÉFINITION 3. — Soit A une partie d’un ensemble X. On appelle complémentaire de A par 
rapport à X, et on désigne par yA ou X — A (ou par GA lorsqu'il n’y a pas de con- 
fusion à craindre) l’ensemble des éléments de X qui n’appartiennent pas à A, c’est-à-dire 
l’ensemble {x | x¢ A et xe X} 


Soit A une partie d’un ensemble X; les relations «x e X et x ¢ A » et x e [CA 
sont donc équivalentes. Par suite, la relation «xe X et x ¢ bxA » est équivalente 
à«xeXet (xX ou xE À)», donc à x e A. Autrement dit, A = 6x(6xA) est une 
relation vraie. On voit de même que, si B est une partie de X, les relations 
A c Bet bB © (LA sont équivalentes. 


THÉORÈME 1. — La relation (Vx)(x ¢ X) est fonctionnelle en X. 

En effet, la relation (Vx)(x ¢ X) entraîne (VY)(X € Y}; en vertu de l’axiome 
d’extensionalité, la relation (Vx)(x ¢ X) est donc univoque en X. D’autre part, la 
relation (Vx)(x €6yY) est vraie, ce qui prouve que (IX)(Vx)(x EX) est vraie. 


Le terme Tx({Vx)(x ¢ X)) correspondant à cette relation fonctionnelle se 
représente par le symbole fonctionnel Ø, qu’on appelle l’ensemble vide? ; la relation 
(Vx)(x EX), qui est équivalente à X = ø, se lit: « l’ensemble X est vide ». On a les 
théorèmes x € Ø, Ø C X, X = 8,6% = X; la relation X € g est équiva- 
lente à X = 8.Sı Rixi est une relation, la relation (Vx){(4 € Ø) > Rixi) est vraie. 


Remarque. — Il n’existe pas d'ensemble dont tous les objets soient éléments; autrement 
dit, «non (3X)(Vx)(x € X) » est un théorème. En effet, s’il existait un tel ensemble, 


SR | l 
1 Le terme désigné par Ø est donc T777 € Ta e ODO. 
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toute relation serait collectivisante d’après C52. Or, nous avons vu (IL, p. 3) que la 
relation x & x n’est pas collectivisante. 


$ 2. COUPLES 


1. Définition des couples 


PropPosrrion 1. — La relation {{x}, {x, y}} = {Rh {x,y} est équivalente à 
«x = x'ety = y». 

I! suffit de prouver que la première de ces relations entraîne la seconde. Or, si 
l'on avait x # x’, on en déduirait que {x} Æ {x} (II, p. 4), donc (loc. cit.) 
{x} = fr’, y’}, donc x’ = x, contrairement à l'hypothèse. On a donc nécessaire- 
ment x = x et {x,y} = {x,y}; mais cela entraîne y = x ou y = y’; dans le 
premier cas, on a {x,y'} = {x}, doncy’ = x; comme x = y, on a y’ = y dans tous 
les cas. COFD. 


On dit que le terme {{x}, {x, y}} est le couple formé de x et de y, ct on le note de 
façon abrégée (x, y), de sorte que la relation (x,y) = (x’,y’) est équivalente à 
«x = x'ety = y». 

La relation (Jx) (Jy) (z = (x, y)) se désigne par « z est un couple ». Si z est un 
couple, les relations (3y)(z = {x,y)) ct (Ix)(z = (x,y)) sont fonctionnelles par 
rapport à x et y respectivement, comme il résulte aussitôt de la prop. 1. 

On désigne les termes r,((47)(z = (x,y))) et r,(Ax)(z = (x,y))) par prz et 
proz respectivement; on les appelle respectivement première coordonnée (ou 
première projection) et seconde coordonnée (ou seconde projection) de z. Si z est un couple, 
la relation (Iy)(z = (x,y)) est donc équivalente à x = prız et la relation 
(Ax)(z = (x,y) à y = praz (1, p. #1). 

La relation z = (x,y) est équivalente à «z est un couple et x = prız et 
y = pr,z»; en effet, cette dernière relation est équivalente à 

GA) NGC = (roy) et z = (x,y”) et z = (x°, y)); 
d’après la prop. 1, «z = (x', y’) et z = (x, y") et z = (x”,y) » est équivalente à 
«ez = (x,y) etx = x" etx = x" ety = y" ety = y" »; donc «z est un couple et 
x = prz ety = praz» est équivalente, d’après C33 (I, p. 35), à 
z = (x,y) et (3x) (3y) (ax) (3y) (x = x' etx = x" ety = y ety = y") 
ce qui établit notre assertion. On a évidemment pr,{x,y) = x, pro(x, y) = y, et 
la relation z = (pri(z), pra(z)) est équivalente à « z est un couple ». 

Soient Rix, yi une relation, les lettres x et y étant distinctes et figurant dans 
R. Soit 2 une lettre distincte de x et de y et ne figurant pas dans R. Désignons par 
Sizi la relation (x)(y)(x = (x, y) et Rix, y$; c’est une relation qui contient 
une lettre de moins que R, et qui est équivalente à «z est un couple et 
Riprz, prexév: cela résulte de ce que z = (x, y) est équivalente à «z est un 
couple et x = pr,2 et y = praz», et des critères 033 (I, p. 35) et C47 (I, 
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p. 42). On en déduit aussitôt que Rix, y$ est équivalente à Six, y)}, et aussi à 
32)(2 = (x, y) et Sizi) d’après C47. 


Cela signifie qu’on peut interpréter une relation entre les objets x et y comme une 
propriété du couple formé par ces objets. 


2. Produit de deux ensembles 


THÉORÈME 1. — La relation 
(VX)(VY) (12) (V2)((ze Z) > (ax) (3y) {z = (x,y) etxe X ctyeY)) 


est vraie. Autrement dit, quels que soient X et Y, la relation « z est un couple et priz e X 
et proz E Y » est collectivisante en z. 

En effet, désignons par A, l’ensemble des objets de la forme (x, y) pour x e X 
(IL, p. 5, critère C53). Soit R la relation ze A,, qui est équivalente à 
(Ix)(z = (x,y) et xe X). Il est clair que la relation (Yy) (3A) (Yz)(R = (z € A)) 
est vraie en vertu de S5 (I, p. 33). Il résulte alors de S8 que la relation 
(dy)\(ye Y et R) est collectivisante en z. Or, cette relation est équivalente à 
(3x)(Ay)(yeYetxeXetz= (x, y)); d’où le théorème. 


DÉFINITION l. — Etant donnés deux ensembles X et Y , l’ensemble 
{| En G(z = (x,y) etxe X ctye Y) 
s'appelle le produit de X et de Y et se désigne par X x Y. 


La relation ze X x Y est donc équivalente à « z est un couple et pı zeX 
et proz € Y ». Les ensembles X et Y sont appelés le premier ct le second ensemble 
facteur de X x Y. 


PROPOSITION 2. — Si A’, B’ sont des ensembles non vides, la relation A’ x B' € À x B 
est équivalente à «A! € A et B' c B». 

En premier lieu, la relation ze A’ x B’ est équivalente à « z est un couple et 
prıze A’ et proz € B' »; donc, sans hypothèse sur A’ et B’, la relation « A’ € A 
et B" c B»entraine A’ x B' € A x B. Réciproquement, montrons d’abord que, 
si BZ ø (sans hypothèse sur A”), la relation À” x B’ € A x B entraîne 
A’ € A. Soit x un élément de A’; puisque B’ # 2, il y a un objet y qui est 
élément de B’; on a (x, y) € A’ x B', d’où {x,y)e À x Bet par suite xeA; 
cela montre que A’ A. On voit de même que si A'# 2, la relation 
A’ x B’ c A x B entraîne B’ c B, d’où la proposition. 


Prorosırion 3. — Soient A et B deux ensembles. La relation À x B = Ø est équiva- 
lente àA = g'ouB = gø». 

En effet, la relation ze A x B entraine priz € À et praz € B, donc À # 8 
et B # 2; inversement, la relation «xeA etyeB» entraine (x,7) e À x B, 
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donc A x B # ø. Autrement dit, la relation A x B # @ est équivalente à 
«A# getB# Ø»; d’où la proposition. 
Si À, B, C sont des ensembles, on pose 
(A x B) x C=AxB x C; 


un élément ((x, y), z) de A x B x C s'écrit aussi (x, y, z) et s'appelle un triplet. 
De même, si A,B,C, D sont des ensembles, on pose (A x B x C) x D — 
A x B x CG x D, Etc. 


$3. CORRESPONDANCES 


1. Graphes et correspondances 


DÉFINITION 1. — On dit que G est un graphe si tout élément de G est un couple, autrement 
dit si la relation 

(vz)(ze G = (z est un couple)) 
est vraie. 


Si G est un graphe, la relation (x, y) € G s'exprime encore en disant que 
«y correspond à x par G ». 

Soit Rix, y$ une relation, x et y étant des lettres distinctes. Soit G une lettre 
distincte de x et de y et ne figurant pas dans R. Si la relation 


(3G)(G est un graphe et (Vx)(Vy) CR = ((s, y) e G))) 


est vraie, on dit que R admet un graphe (par rapport aux lettres x et y). Le graphe 
G est alors unique en vertu de l’axiome d’extensionalite, et s'appelle le graphe 
de R (ou l’ensemble représentatif de R) par rapport à x et y. 

Soit Z une lettre distincte de x et de y et ne figurant pas dans R. Si la relation 


(Z) (vx) WIR = ((x, y) € Z)) 
est vraie, R admet un graphe: il suffit en effet de prendre pour ce graphe Pen- 
semble des couples z tels que ze Z et Ripr, z, pr, zi (z étant une lettre distincte 


de x, y, Z et ne figurant pas dans R). Cette condition est remplie si on connait un 
terme T, où ne figurent ni x ni y, tel que R = ((x, y) € T) soit vraie. 


ProposrrioN 1. — Soit G un graphe. Il existe un ensemble A et un seul, et un ensemble B 
et un seul, qui possèdent les propriétés suivantes: 1) la relation (Ay)((x, y) eG) est 
équivalente à x € À; 2) la relation (Ax)((x, y) € G) est équivalente à y € B. 

Il suffit en effet de prendre pour A (resp. B) l’ensemble des objets de 
la forme pr,z (resp. praz) pour zeG (II, p. 6): de façon précise, on a 
A = {e | Gy)((,y) € G)) et B = {y | Ana) € G)}. 


Ces ensembles s'appellent respectivement la première et la seconde projection du 
graphe G, ou encore l’ensemble de définition et l’ensemble des valeurs de G; on les 
désigne par pr, (G) et pra (G) (ou pri G et pr, G lorsqu’aucune confusion n’en 
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résulte). On vérifie aussitôt que G € (pr, G) x (pr: G): tout ensemble de 
couples est donc une partie d’un produit, et réciproquement. Si l’un des deux 
ensembles pr, G, pr, G est vide, on a donc G = 2 (II, p. 8, prop. 2). 


Remarque. — La relation x = y n’admet pas de graphe; car la première projection de 
ce graphe, s’il existait, serait l’ensemble de tous les objets (cf. II, p. 6, Remarque). 


DÉFINITION 2. — On appelle correspondance entre un ensemble A et un ensemble B un 
triplet (II, p. 9) T = (G, A, B) où G est un graphe tel que pr, G € A et pr, G € B. 
On dit que G est le graphe de T, A l’ensemble de départ et B l’ensemble d'arrivée de T. 


Si (x, y) € G, on dit encore que «y correspond à x par la correspondance I ». 
Pour tout x € pr, G, on dit que la correspondance I’ est définie pour l’objet x, et 
pri G est appelé l’ensemble de définition (ou domaine) de T; pour tout y € pra G, on 
dit que y est une valeur prise par T et pr, G est appelé l’ensemble des valeurs (ou image) 
de r. 


Si Rix, yi est une relation admettant un graphe G (par rapport aux lettres x et y), 
et si A et B sont deux ensembles tels que pr, G € A et pr, G © B, on dit que R est 
une relation entre un élément de A et un élément de B (relativement aux lettres x, y). On dit 
que la correspondance I = (G, A, B) est la correspondance entre A et B définie par la 
relation R (par rapport à x et y). 


Soient G un graphe et X un ensemble. La relation «xe X et (x,y)eG» 


entraine (x, y) € G et admet par suite un graphe G’. La seconde projection de G’ 


se compose évidemment de tous les objets qui correspondent par G à des objets 
de X. 


DÉFINITION 3. — Soient G un graphe et X un ensemble. L'ensemble des objets qui 
correspondent par G à des éléments de X s'appelle l’image de X par G et se désigne par 
G<X> ou G(X). 

Soient T = (G, A, B) une correspondance, et X une partie de A. L'ensemble GX) se 
note encore F<X> ou T (X) et s'appelle l’image de X parT. 


Remarques. — 1) D’une manière précise, G<X> désigne l’ensemble 
{y | Gx) (xE X et (x y) eG). 
Nous ne ferons plus que rarement désormais la traduction des définitions en langage 
formel. 
2) Les notations G(X) et l'(X) peuvent parfois conduire à des confusions avec des 
notations introduites ultérieurement (cf. II, p. 14, Remarque). 

Soit G un graphe. Comme la relation (x,y) eG entraine y€ pr: G, on a 
G<X> © pr, G pour tout ensemble X; comme (x, y) € G entraine x € pr, G, on a 
G<pri G> = pr, G. On a Kg) = 2, puisque xé Ø est un théorème. Si 
Xcpr, GetX # S,ona GX) # Ø. 


PROPOSITION 2. — Soient G un graphe, X et Y deux ensembles; la relation X € Y 
entraîne GKXD € G<Y>. 
La proposition est évidente à partir des définitions et de C50 (II, p. 4). 
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COROLLAIRE. — Si À > pr, G, on a KA) = pre G. 
DÉFINITION 4. — Soient G un graphe et x un objet. On appelle coupe de G suivant x 
l'ensemble G{{x}> (qu'on désigne aussi parfois par G(x), par abus de notation). 


Il résulte aussitôt de C43 (I, p. 39) que la relation y € G<{x}) est équivalente à 
(x, y) € G. Si G et G’ sont deux graphes, la relation G € G’ est donc équivalente 


à (Yx) (G<) € CK). 
Si T = (G, A, B) est une correspondance entre A et B, pour tout xe A la 
coupe de G suivant x s'appelle encore la coupe de T suivant x et se note également 


TK} (ou DR). 


2. Correspondance réciproque d’une correspondance 


Soient G un graphe, A = pr, G, B = pr, G ses projections. La relation (y, x) € G 
entraîne (x, y) €B x A; cette relation admet donc un graphe qui se compose des 
couples (x, y) tels que (y, x) eG. 
DÉFINITION 5. — Soient G un graphe. Le graphe dont les éléments sont les couples (x, y) 
-1 
tels que (y, x) € G s’appelle le graphe réciproque de G et se désigne par G ou GT, 
-1 
Pour tout ensemble X, G <X) s'appelle l’image réciproque de X par G. 
1 — 1 
Il est évident que le graphe réciproque de G est G, et que l’on a pr; G = 


-1 
Pre G, pro G = pr; G. En particulier, si X et Y sont deux ensembles, on a 
“t 


{x Ÿ =Y x X. On dit qu’un graphe G est symétrique si G =G. 

Soit T = (G, A, B) une correspondance entre A et B. Comme pr; G c Bet 
Pro G € À, le triplet (G; B, A) est une correspondance entre B et A, qu’on appelle 
la correspondance réciproque de T et qu’on note T ou r-t. Pour toute partie Y de B, 
Pimage Tv) de Y par T s'appelle encore limage réciproque de Y par T. Il est 


+1 
évident que la correspondance réciproque de T est T. 


3. Composée de deux correspondances 


Soient G et G’ deux graphes. Désignons par A l’ensemble pr, G et par C Pen- 
semble pr, G’. La relation (3y)((x,y) eG et (y, z) eG’) entraîne (x, z) e A xC; 
elle admet donc un graphe par rapport à x et z. 


DÉFINITION 6. — Soient G et G' des graphes. On appelle composé de G’ et de G, et on 
désigne par G’ o G (ou parfois par G'G), le graphe par rapport à x et z de la relation 


(Gy)((x y) EG et (y, z) € G’). 
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PROPOSITION 3. — Soient G et G’ deux graphes. Le graphe réciproque de G' oG est 

-1 1 

Go Gr". Rn 
En effet, la relation « (x, y) € Get (y, z) e G’ » est équivalente à « (z, y) eG’ et 


-1 
(yx) EG» 
PROPOSITION 4. — Soient Gi, Ga, Gg des graphes. On a alors (G; o G3) eG, = 


Gae (Ga$ Gi): 
En effet, la relation (x, t) e (Gs o G3) » G, est équivalente à la relation 


(dy) ((x, y) € G et (32) ((y, 2) e G2 et (z, t) € G:)) 


donc (notamment d’après C33 (I, p. 35)) à la relation 


(0) (y)(2)((x, y) € Gi et (y, 2) € Get (z, t) € Ga). 
On voit de même que la relation (x, t) € Ga © (Ga o G,) est équivalente à 
(2) (32) (dy) ((x, y) € G, et (y, z) e G3 et (z, t) € Ga). 


Or on sait que les relations (1) et (2) sont équivalentes, ce qui démontre la 
prop. 4. 


Le graphe G, o (G3 o G,) se désigne par G3 o Gy ° G,. De même, si G,, Gz, 
G3, G, sont des graphes, on pose 
G, ° (G; ° Go G;) = G, o G; e G2 0° G; etc. 


PROPOSITION 5. — Soient G et G’ des graphes et A un ensemble. On a 
(G » G)<A> = GKGKA)). 
En effet, en vertu de C33 (I, p. 35), la relation z e (G’ o G)<A> est équivalente 


(y) (x)(x E A et (x, y) € G) et (y, z) e G’) 
donc à (3y) (y e G<A> et (y, z) e G’), ce qui démontre la proposition. 
-1 

Si G et G’ sont deux graphes, on a pr, (Go G) = G<pr, G’), et 
pro (G’+G) = G'<prz G). Pour démontrer par exemple la seconde de ces rela- 
lations, il suffit de remarquer que la relation ze pr, (G’ o G) équivaut à 
(x) ((x, z) eG’ o G), donc à 

(3y) (3x) ((x, y) € G) et (y, z) € Gr); 

mais cette dernière est équivalente à z e GXpr, G). 

Si G est un graphe, X un ensemble tel que X € pr, G,onaX € G <G<X>). 
En effet, la relation x e X entraîne par hypothèse (3y)((x,y) e G); mais (x, y) eG 

-1 
est équivalente à (y, x) e G, et d’autre part (x, y) € G entraine 
(3z)(zeX et (z,y) eG); 
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-1 
donc xeX entraine (y)((Iz)(zeX et (z,y)e G) ct (y, x) € G), c’est-à-dire 


ze GLOKX)). 

Il est clair que si G;, Ga, G}, G3 sont des graphes, les relations G} € G, et 
G; € G entraînent G; o Gi € G; ° Ga. 

Soient maintenant I = (G, A, B) et I” = (G', B, C) deux correspondances 
telles que l’ensemble d’arrivée de T soit identique à l’ensemble de départ de I”, 
D’après ce qui précède, on a pr, (G’' o G) € pr Gc Aet 

Pra (G’ o G) € pra G’ € C; 


on peut donc poser la définition suivante: 


DÉFINITION 7. — Soient T = (G, A, B) et I” = (G', B, ©) deux correspondances 
telles que l’ensemble d'arrivée de T soit identique à l’ensemble de départ de T’. On appelle 


composée de T’ et de I, et on note Y'oT (ou parfois I'T), la correspondance 
(G’ o G, A, ©). 


Il résulte aussitôt de la prop. 5 que, si X est une partie de A, on a 
fs =t 
(Fe TXX) = TXT<Ry). En outre, comme l’ensemble d'arrivée de I” est 


-1 

identique à l’ensemble de départ de I, la correspondance réciproque de I” o T 
-1 -1 

est T o T’, en vertu de la prop. 3. 


DÉFINITION 8. — Si A est un ensemble, l’ensemble A, des objets de la forme (x, x), pour 
x € À, s’appelle la diagonale de A x A. 


Il est clair que l’on a pr; A, = praA, = A. La correspondance Id, = 
(Aa, A, A) est appelée la correspondance identique de A; elle est sa propre réciproque. 

Si T est une correspondance entre A et B, Id, la correspondance identique de 
A, Id, la correspondance identique de B, on a F o Id, = Id -T =T. 


4. Fonctions 


DÉFINITION 9. — On dit qu'un graphe F est un graphe fonctionnel si, pour tout x, il existe 
au plus un objet correspondant à x par F (I, p. 40). On dit qu'une correspondance 
Jf = (E, A, B) est une fonction si son graphe F est un graphe fonctionnel, et si son ensemble 
de départ À est egal à son ensemble de définition pr, F. Autrement dit, une correspondance 
J = (E, A, B) est une fonction si, pour tout x appartenant à l’ensemble de départ A de f, la 
relation (x,y) EF est fonctionnelle en y (I, p. 41); l’objet unique correspondant à x 
par f s'appelle la valeur de f pour l'élément x de A, et se désigne par f(x) ou fy (ou E(x), 
ou F,). 


Si fest une fonction, F son graphe et x un élément de ensemble de définition 
de f, la relation y = f(x) est donc équivalente à (x, y) € F (I, p. 41, critère C46). 
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Remarque. — Il faut prendre garde aux confusions que risque d'entraîner l'emploi 


simultané de la notation f(x) et de la notation f(X) (synonyme de f<X>) introduite 
dans la def. 3 (cf. II, p. 50, exerc. 11). 


Soient A et B deux ensembles; on appelle application de A dans B une fonction f 
dont l’ensemble de départ (égal à l’ensemble de definition) est égal à A et dont 


ensemble d’arrivée est égal à B; on dit aussi qu’une telle fonction est définie dans 
A et prend ses valeurs dans B. 


Au lieu de dire «soit f une application de A dans B », on emploiera souvent les 
phrases suivantes: « soit une application f: A— B » ou même «soit f: A— B». Pour 
faciliter la lecture d’un raisonnement où interviennent plusieurs applications, on fera 
usage de diagrammes tels que 


C 
eo 7 i 
f / 
B 


A— 
N 71 
D 


où un groupe de signes tel que A-> B doit s’interpréter comme signifiant que f est 
une application de A dans B. 


E 


On dit encore qu’une fonction f définie dans A transforme x en f(x) (pour tout 
x € A), ou que f(x) est le transformé de x par f, ou (par abus de langage) l’image de 
x par f. 

Dans certains cas, un graphe fonctionnel s’appelle aussi une famille; l’ensemble 
de définition s’appelle alors l’ensemble des indices, et l’ensemble des valeurs s’appelle, 
par abus de langage, l’ensemble des éléments de la famille; c’est surtout dans ce cas 
qu’on utilise la notation indicielle f, pour désigner la valeur de f pour l’élément x. 
Lorsque l’ensemble des indices est le produit de deux ensembles, on dit souvent 
qu'il s’agit d’une famille double. 

De même, une fonction dont l’ensemble d’arrivée est E s’appelle parfois une 
’amille d'éléments de E. Lorsque tout élément de E est une partie d’un ensemble F, 
on dit aussi qu’on a une famille de parties de F. 


Nous emploierons souvent, dans la suite de ce Traité, le mot « fonction » à la place 
de « graphe fonctionnel ». 


Exemples de fonctions. — 1) L’ensemble vide est un graphe fonctionnel; toute 
“onction dont le graphe est vide a pour ensemble de définition et pour ensemble des 
valeurs l’ensemble vide; celle de ces fonctions dont l’ensemble d’arrivee est vide 
autrement dit la fonction (Ø, Ø, Ø)) est appelée la fonction vide. 
2) Soit A un ensemble; la correspondance identique de A (II, p. 13) est une 
onction qu’on appelle P’application identique de A. 
A tout ensemble A est ainsi associée une famille, constituée par l’application 
identique de A, dont A est l’ensemble des indices et l’ensemble des éléments. Par abus 


de langage, on désigne parfois un ensemble sous le nom de « famille »; c’est alors de la 
famille ainsi associée à l’ensemble considéré qu’il est question. 
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On dit qu’une fonction fest constante si, quels que soient x et x’ dans l’ensemble 
de définition de f, on a f(x) = f(x’). 

Soit f une application de l’ensemble E dans l’ensemble E. On dit qu'un 
élément x de E est invariant par f si f(x) = x. 


5. Restrictions et prolongements de fonctions 


On dit que deux fonctions f et g coincident dans un ensemble E si E est contenu dans 
les ensembles de définition de f et de g, et si f(x) = g(x) pour tout x e E. Deux 
fonctions ayant même graphe coincident dans leur ensemble de définition. Dire 
que f = g revient à dire que f et g ont même ensemble de définition A, même 
ensemble d’arrivee B, et coincident dans A. 

Soient f = (F, A, B) et g = (G, C, D) deux fonctions. Dire que F € G 
revient à dire que l’ensemble de définition A de f est contenu dans l’ensemble de 
définition C de g, et que g coïncide avec f dans A. Si en outre B € D, on dit que 
g est un prolongement de f (ou, de façon plus précise, un prolongement de f à C), 
ou que g prolonge f (à C). Lorsque g est appelée‘une famille d'éléments de D, on 
dit aussi que f est une sous-famille de g. 

Soient f une fonction, X une partie de l’ensemble de définition A de f. Il est 
immédiat que la relation «xe X ety = f(x) » admet un graphe G par rapport à 
x et y, que ce graphe cst fonctionnel ct que X est son ensemble de définition; on 
dit que la fonction de graphe G, qui a le même ensemble d’arrivée que f, est la 
restriction de f à X, et on la note parfois f | X. Une fonction est un prolongement 
d’une quelconque de ses restrictions. Si deux fonctions f, g ont même ensemble 
d’arrivée et coincident dans un ensemble E, leurs restrictions à E sont égales. 

*Avec les notations précédentes, si f = (F, A, B), f|X est égal à 
(F A (X x B), X, B), (II, p. 26); on dit encore que f| X est déduite de f par 
passage au sous-ensemble X de A. Soit Y une partie de B contenant f(X); on dit 
que la fonction 


(FEN (X x B), X, Y) 
est deduite de f par passage aux sous-ensembles X de A et Y de B., 


6. Definition d’une fonction par un terme 


C54. Soient T et A deux termes, x et y des lettres distinctes. On suppose que x ne figure 
pas dans A, et que y ne figure ni dans T ni dans À. Soit R la relation «x E A et y = T ». 
La relation R admet un graphe F par rapport aux lettres x et y. Ce graphe est fonctionnel ; 
sa première projection est À, sa deuxième projection est l’ensemble des objets de la forme T 
pour x € À (Il, p. 6). Pour tout x e A, on a F(x) = T. 

En effet, soit B l’ensemble des objets de la forme T pour xe A. On a 
R = ((x,y)e À x B); comme l’assemblage désigné par A x B ne contient ni x, 
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ni y, R admet un graphe F par rapport aux lettres x et y (II, p. 9). Il est clair 
que la relation « (x, y) € F et (x, y’) € F » entraîne y = y’, donc F est un graphe 
fonctionnel. Le reste du critère est évident. 


Si C est un ensemble contenant l’ensemble B des objets de la forme T pour 
xeA (y ne figurant pas dans C), la fonction (F, À, C) se désigne aussi par la 
notation 4 > T (x e A, T e C); assemblage correspondant de la mathématique 
formelle ne contient ni x ni y et ne dépend pas du choix de la lettre y vérifiant les 
conditions précédentes. Quand le contexte est suffisamment explicite, on se 
contente des notations 4 > T (x e A), (T )xea, ou 8 +> T, et parfois simplement 
T ou (T). * Ainsi, on peut parler de «la fonction x° », si le contexte indique 
clairement qu’il s’agit de l’application x -> x? de l’ensemble des nombres com- 
plexes dans lui-même. x 


Exemples 

1) Si fest une application de A dans B, la fonction f est égale à la fonction 
v —> f(x) (x€A, f(x) € B), qu’on écrit simplement x > f(x), ou aussi (fx)xea 
c'est surtout quand on utilise la dernière notation qu’on parle de «famille 
d'éléments » au lieu de « fonction »). 

2) Soit G un ensemble de couples. Les fonctions 


Z> pr,2z (zeG,prızepr,G) et z> praz (z eG, przepr,:G) 


s'appellent respectivement la première et la seconde fonction coordonnée sur G; on les 
désigne par pr, et pr, quand il n’en résulte pas de confusion. 


7. Composée de deux fonctions. Fonction réciproque 


PROPOSITION 6. — St f est une application de A dans B, et g une application de B dans C, 
zo fest une application de A dans C. 

Soient F et G les graphes de fet g; montrons que G + F est un graphe fonction- 
nel. Soient x, z, z’ des objets tels que (x, z) e G o F, (x, z’) e Go F. Il existe des 
objets y, y’ tels que (x, y) € F, (x, y’) €F, (y, 2) € G, (y', z’) eG. Puisque F est un 
graphe fonctionnel, on a y = y’, donc (y, z’) e G. Puisque G est un graphe 
fonctionnel, on en déduit que z = z’, ce qui prouve notre assertion. D’autre part, 
l'ensemble de définition de g o f est évidemment A, ce qui achève la démonstra- 
tion. 


La fonction g o f s'écrit aussi x i> g{ f(x)) (IL, p. 16), et parfois g f lorsqu'il ne 
peut en résulter de confusion. 


DÉriniTioN 10. — Soit f une application de A dans B. On dit que f est une injection, ou 
que f est une application injective, si deux éléments distincts de A ont des images distinctes 
bar f. On dit que f est une surjection, ou que f est une application surjective, si f(A) = B. 
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On dit que f est une bijection, ou que f est une application bijective, si f est à la fois injective 
et surjective. 


Au lieu de dire que fest injective, on dit aussi que f est biunivoque. Au lieu de 
dire que f est surjective, on dit aussi que f est une application de A sur B, ou une 
représentation paramétrique de B au moyen de À (dans ce dernier cas, À s’appelle 
l’ensemble des paramètres de cette représentation, et ses éléments prennent le nom de 
paramètres). Si f est bijective, on dit aussi que f met A et B en correspondance biunivoque. 
Une bijection de A sur A s’appelle aussi une permutation de A. 


Exemples 

1) Si A © B, Papplication de A dans B dont le graphe est la diagonale de A 
est injective et s'appelle l'application canonique ou l'injection canonique (ou simplement 
Pinjection) de A dans B. 

2) Soit A un ensemble. L'application x > (x, x) de A dans A x A est une 
application injective appelée application diagonale de A. 

3) Soit G un ensemble de couples. L'application pr, (resp. pro) de G dans 
prıG (resp. pr,G) est surjective; pour que pr, soit injective, il faut et il suffit que 
G soit un graphe fonctionnel. 

4) Soit G un ensemble de couples. L'application z+> (prz, prız) de G 


dans G est une bijection (dite canonique). 

5) Soient A un ensemble, 5 un objet. L'application x> (x, b) de A dans 
A x {b} est une bijection. 

6) Si f est une application de A dans B, l’application déduite de f par passage 


aux sous-ensembles A et f(A) est surjective. 


-1 
PROPOSITION 7. — Soit f une application de A dans B. Pour que f soit une fonction, il faut 
et il suffit que f soit bijective. 


—1 
En effet, si fest une fonction, son ensemble de départ B est égal à son ensemble 
de définition, c’est-à-dire à f(A). D’autre part, soient x et y deux éléments de A 


=L —1 
tels que f(x) = f(y). Si F désigne le graphe de f, ona (f(x),x)eFet(/(y),y) EF, 
—1 
donc (f(x), y) € F, donc x = y, de sorte que f est injective, et par suite bijective. 
-1 
Reciproquement, si f est bijective, il est immédiat que F est fonctionnel, et que 


-1 
l'ensemble de definition de f est égal à B. 


ši — 1 
Lorsque f est bijective, f est appelée l’application réciproque de f; f est bijec- 


= 1 Ta 1 . . s . 
tive, fo f est l'application identique de A et fo f est l'application identique de B. 
Si une permutation est identique à la permutation réciproque, elle est dite 
involutive. 
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Remarque. — Soit f une application de A dans B; pour toute partie X de A, on a vu 
(II, p. 12) que l’on a X 2742093 En outre, pour toute partie Y de B, on a 
LEID c Y: en effet, la relation y eff) équivaut à 

Gx) (Az) (zE Y et z = f(x) ety = f(x) 


et elle entraîne donc la relation (1z)(ze Y ety = z), et par suite aussi la relation 
yeY. u 

Si f est une surjection, on a f( f<\>> = Y pour toute partie Y de B, car la 
relation ye Y € B entraîne par hypothèse la relation (I3x)(y = f(x)), donc aussi 
(Ix)(yeYety= f(x)); mais «ye Y et y = f(x) » entraîne (Iz)(zeYetz=f(x)), 
d’où notre assertion. er 

Si f est une injection, pour toute partie X de A, onaf</f<X>> = X. En effet, la 

-1 
relation xef<f<X)>> équivaut à f(x) ef£X), donc à (Iz)(zeX et f(z) = f(x); 
-1 

mais l’hypothèse signifie que f(z) = f(x) entraîne z = x, donc xef<(f<Xy) 
entraîne x E€ X. 


8. Rétractions et sections 


PROPOSITION 8. — Soit fune application de A dans B. S’il existe une application r (resp. s) 
de B dans A telle que r o f (resp. f o s) soit l'application identique de A (resp. B), f est 
injective (resp. surjective). Réciproquement, si f est surjective, il existe une application s de B 
dans A telle que f o s soit l'application identique de B. Si f est injective et si À # Ø, il existe 
une application r de B dans A telle que r o f soit l'application identique de A. 

En effet, s’il existe une application r de B dans A telle que r o f soit l’appli- 
cation identique de A, Pégalité f(x) = f(y), où xe À et y EA, entraîne 
x = r(f(x)) = r(f(y)) =y, donc f est injective. S'il existe une application 
s de B dans A telle que fos soit application identique de B, on a B = 
#'s{B)) € f(A) < B, donc f est surjective. Si f est surjective, désignons par 
T le terme 7,(ye Aet f(y) = x); ona f(T) = x pour x e B; si on désigne par s 
l'application x +> T (x e B, T e A), fes est l'application identique de B. Enfin, 
supposons f injective et À # ©; soit a un élément de A; la relation 


«(yeAetx = f(y)) ou (y = aetxeB = f(A))» 


entraîne (x,y) eB x A, donc admet un graphe R par rapport aux lettres x et y. 
Ce graphe est fonctionnel en raison de l'hypothèse faite sur f, et a pour ensemble 
de définition B; enfin on a R(x) = asixe B — f(A) et f(R(x)) = xsi xe f(A). 
Donc la fonction r = (R, B, A) est telle que r o f soit l'application identique de A. 


COROLLAIRE. — Soient A et B des ensembles, f une application de A dans B, g une 

application de B dans A. Si g o f est l’application identique de A et fo g l'application 
-1 

identique de B, f et g sont bijectives et on a g = f. 

DÉFINITION 11. — Soit f une application injective (resp. surjective) de A dans B. Toute 


application r (resp. s) de B dans A telle que r o f (resp. f o s) soit l'application identique 
de A (resp. B) est appelée une rétraction (resp. section) associée à f. 
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Au lieu de rétraction (resp. section), on dit parfois inverse à gauche (resp. à 
droite). 

Si f est injective (resp. surjective), et si r (resp. s) est une rétraction (resp. 
section) associée à f, f est une section (resp. rétraction) associée à r (resp. s). Donc 
une rétraction est surjective, une section est injective. 

Si f est surjective, et si s, s’ sont deux sections associées à f, telles que s(B) = 
s'(B), on a s = s'; en effet, si x e B, il existe un y e B que s(x) = s’(y), et on a 
x = f(s(x)) = f{s'(y}) = y, donc s(x) = s’(x), de sorte que s = s’. Ainsi une 
section s est déterminée de manière unique par l’ensemble s(B), de sorte que, par 
abus de langage, l’ensemble s(B) lui-même s'appelle parfois une section associée 


af. 


THÉORÈME 1. — Soient f une application de A dans B, f’ une application de B dans C, 
ef’ = f'o f. Alors: 

a) Si f et f' sont des injections, f” est une injection; si r, r' sont des rétractions 
associées à f et f’, r o r' est une rétraction associée af". 

b) Sifetf’ sont des surjections, f” est une surjection ; si s, s’ sont des sections associées 
àf etf’, sos estune section associée af". 

c) Si f” est une injection, f est une injection; si r" est une rétraction associée à f”, 
r” o f” est une rétraction associée à f. 

d) Si f” est une surjection, f’ est une surjection; si s” est une section associée à f", 
fos” est une section associée af. 

e) Si f” est une surjection et f' une injection, f est une surjection ; si s” est une section 
associée à f”, S" of’ est une section associée à f. 

f£) Si f” est une injection et f une surjection, f’ est une injection; si r" est une rétraction 
associée à f”, fo r" est une rétraction associée à f”. 

Pour tout ensemble E, désignons par Id, lapplication identique de E. 

a) Onarof = Id; etr'o f’ = Id, donc 


(ror)o(f'of) =roIdgef= rof = Id. 


Si f et f’ sont des injections, f” est donc une injection, d’après la prop. 8 si 
A Æ Ø, et de façon évidente si A = Ø. 
b) Onafes=Idzetf’es’ = Id, donc 


(f'ofho(sos) = f'oldges =f'os = Ido 


Si fet f’ sont des surjections, f” est donc une surjection d’après la prop. 8. 

c) Onar"of" = Id}, donc (r"of')of = r"of" = Id,. Sif” est une in- 
jection, fest donc une injection, d’après la prop. 8 si A # ø, et de façon évidente 
si À = ø. 

d) Onaf”os” = Ido, donc f'o(fos") = f'os" = Ido Sif” est une sur- 
jection, f’ est donc une surjection d’après la prop. 8. 
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e) Onaf'os” = Ide, etf’ est une bijection d’après d). Donc 


1 


fo (of) = FF) =P (f'es of 
=, Moore hold 


Si f” est une surjection et f’ une injection, f est donc une surjection d’après la 
J 1] ; J p 
prop. 8. 
J) Onar’of” = Id, et fest une bijection d’après c). Donc 


Fory of! = (Fer) of o (Fef) = fe (ref) of = fe Ida ef = fof = Ida: 


Si f” est une injection et f une surjection, f’ est donc une injection, d’après la 
prop. 8si A £ ø, etde façon évidentesi À = g (caron aalorsB = f(A) = 8). 


Prorostrion 9. — a) Soient E, F, G des ensembles, g une application de E sur F, f une 
chplication de F dans G. Pour qu’il existe une application h de F dans G telle que f = ho g 
fig. 1), i faut et il suffit que la relation g(x) = g(y) (où x € E, y € E) entraîne la relation 
tx) = fly). L'application h est uniquement déterminée; si s est une section associée à g, 


IN el 


Fig. 1 | Fig. 2 

b) Soient E, F, G des ensembles, g une application injective de F dans E, f une 

nplication de G dans E. Pour qu’il existe une application h de G dans F telle que f = go h 
ag. 2), i faut et il suffit que f(G) € g(F). L'application h est uniquement déterminée; si 
r est une rétraction associée à g, ona h = rof. 

a) Si f = ho g, la relation g(x) = g(y) (où x e E, y e E) entraine évidemment 
~x) = f(y). Et Pon a, pour toute section s associée à g, h = ho (gos), ce qui 
montre que Å est uniquement déterminée par f. Réciproquement, supposons que 
a relation g(x) = g(y) entraîne f(x) = f(y); soit s une section associée à g, et 
Dosons h = fo s; pour tout x € E, on a g(s(g(x))) = g(x), donc f{s{g(x))) = f(x), 
c'est-à-dire h(g(x)) = f(x); on a donc bien f = ho g. 

b) Si f= geh, on a évidemment f(G) € g(F), et pour toute rétraction r 
associée à g, À = (r o g) o h = fro f, ce qui montre que Å est uniquement déter- 
minée par f. Réciproquement, supposons que f (G) € g(F); soit r une rétraction 
associée à g, et posons = ro f, pour tout x € G, il existe un y € F tel que f(x) = 
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ee on a g(h(x)) = g(r(f(x))) = g(r(g(y))) = g(y) = f(x); on a donc 
inf = goh. 


9. Fonctions de deux arguments 


On appelle fonction de deux arguments une fonction dont l’ensemble de définition est 
un ensemble de couples (ou, ce qui revient au même, une partie d’un produit). 
Soit f une telle fonction; si (x, y) est un élément de l’ensemble de définition de f, 
la valeur f((x,y)) de f au point (x, y) se désigne en général par f(x, y). 

Soient f une fonction de deux arguments, D son ensemble de définition, C 
son ensemble d’arrivée. Pour tout y, soit A, l’ensemble des x tels que (x, y) e D 


(c’est-à-dire la coupe de D suivant y (n° 1)). L'application x => f(x,y) (x € A,, 
f(x,y) € C) s'appelle l’application partielle déterminée par f, relative à la valeur y du 
second argument, et on la désigne par f(.,y) ou /( , y) (ou parfois f,); on a f(.,y)(x) 
= f(x, y) pour (x, y) € D. De même, pour tout x, soit B, l’ensemble des y tels que 
(x, y) € D. L'application y> f(x,y) (y € Be f(x, y) € C) s'appelle Papplication 
partielle déterminée par f, relative à la valeur x du premier argument, et on la désigne par 
f(x, .) ou f(x, ) (ou parfois fy); on a f(x, .}(y) = f(x, y) pour (x, y) € D. 

Si, pour tout y (resp. x), l'application partielle f(.,y) (resp. f(x, .)) est une 
application constante, on dit que f ne dépend pas de son premier (resp. second) 
argument; cela signifie donc que f(x, y) = f(x", y) si (x, y) et (x’,y) sont dans D 
(resp. f(x, y) = f(x,y’) si (x, y) et (x, y’) sont dans D). Pour tout y appartenant 
à la seconde projection de D, désignons par g(y) la valeur commune des f(x, y) 
pour x € A,; l’application y > g(y) est une application de pr, D dans C, telle que 
g(y) = f(x,y) pour (x, y) € D. 

Réciproquement, soit g une application d’un ensemble B dans un ensemble 
C, et soit A un ensemble quelconque. L'application (x, y) œ> g(y) de A x B dans 
C ne dépend pas de son premier argument. 

Soient u une application de A dans C, v une application de B dans D. L’appli- 
cation Zz > {u(pr,2), v{pr,z)) de A x B dans C x D s'appelle l'extension canonique 
(ou simplement extension) de u et v aux ensembles produits, ou encore produit de u et v 
(si aucune confusion n’est à craindre) et se désigne parfois par la notation u x v 
ou (u, v); l’ensemble de ses valeurs est u{A> x wB). Si u et v sont des applications 
injectives (resp. surjectives), u x v est une application injective (resp. surjective). 
Si u et v sont bijectives, u x vest bijective et application réciproque deu x v est 
W x v.Siw estune application de C dans E, v’ une application de D dans F, on a 

(u' x v) o (u x v) = (uou) x (v ov). 


Si U et V sont les graphes respectifs de u et v, le graphe W de u x v est l’ensemble 
des couples ((x, y), (z,t)) de (A x B) x (C x D) tels que (x, z) e U et (y, t) € V; 
on le met en correspondance biunivoque avec le produit U x V (partie de 
(A x C) x (B x D)) par Papplication ((x, y), (z,2)) => ((x, 2), (y,t)) (ef. I, 
p. 35). 
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$4. REUNION ET INTERSECTION D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 
1. Définition de la réunion et de l’intersection d’une famille d’ensembles 


Soient X une famille (I, p. 14), I son ensemble d’indices; pour faciliter Pinter- 
pretation intuitive de ce qui suit, nous dirons que X est une famille d’ensembles. 

Si (X, I, ©) est une famille de parties d’un ensemble E (c’est-à-dire une famille 
d'éléments dont l’ensemble d’arrivée © est tel que la relation Ye © entraine 
Y c E), nous la noterons (X,),cı (X, € ©), ou simplement (X,),er (II, p. 16); 
par abus de notation, nous noterons aussi (X,),.ı une famille d’ensembles quel- 
conque, ayant I pour ensemble d’indices. 

Comme la relation (Vx)(reletxeX,) = (xe X,)) est vraie, il résulte de 
S5 (I, p. 33) que la relation 


(v)@Z)(vx)(LeIctxeX,) = (xeZ)) 


est vraie. En vertu du schéma S8 (II, p. 4), la relation (3) (teI et xexX,) est 
donc collectivisante en x. 


DÉFINITION 1. — Soit (X,), er une famille d’ensembles (resp. une famille de parties d’un 
ensemble E). On appelle réunion de cette famille, et on désigne par |) X, l’ensemble 


teI 
x G) (re Iet xe X,)}, c’est-à-dire l’ensemble des x qui appartiennent à un ensemble au 


moins de la famille (X) ert 


Si (X,),er est une famille de parties d’un ensemble E, sa réunion est une 
partie de E; on observera qu’elle ne dépend pas de E, ni de l’ensemble d’arrivée 
% de Papplication |> X,. 

Il est immédiat que si I= ø, on a (J X, = @, puisque la relation 
I)(re I et xe X,) est alors fausse. = 


Supposons maintenant I # Ø. Si « est un élément de I, la relation 


Yı)(wel) > (xeX,)) entraine xe X, donc, en vertu de C52 (II, p. 5), cette 
relation est collectivisante en x. 


DÉFINITION 2. — Soit (X,),eı une famille d’ensembles dont l’ensemble d'indices I n’est 
pas vide. On appelle intersection de cette famille, et on désigne par Q X,, l’ensemble 
tE 


| (CeT = eX) 
c'est-à-dire l’ensemble des x qui appartiennent à tous les ensembles de la famille (X,), ex 


Si I = ø, la relation (Vı)\(L ED) > (x € X:)) n’est pas collectivisante en x: en 
effet, c’est une relation vraie et il n’existe pas d'ensemble Y tel que x € Y soit une 
relation vraie, car ce serait l’ensemble de tous les objets (cf. II, p. 6, Remarque). 


! Le schéma S8 permet donc de définir la réunion d’une famille d’ensembles sans supposer a 
priori que ces ensembles soient des parties d’un même ensemble (hypothèse introduite dans la 
définition de la réunion donnée dans Ens. R, p. 4 et 16). 
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Si (X,).er est une famille de parties d’un ensemble E, et si I # ø, la relation 
«exe Eet (Y) (fQ eI) > (xe X,))» est équivalente à (Vı)(rel) > (x e X,)); par 
suite elle est collectivisante en x et l’ensemble des x vérifiant cette relation est égal 
à D X, Lorsque I = ø, la relation «xeE et (Y) ((1e I) = (xeX,))» est 
équivalente à x e E; elle est donc encore collectivisante en x, et l’ensemble des x 
vérifiant cette relation est E. On pose par suite la définition suivante: 


DÉFINITION 3. — Soit (X,),.r une famille de parties d'un ensemble E. On appelle inter- 
section de cette famille, et on désigne par NQ X,, l’ensemble 


{x| xeE et (H)((Lel) = (xeX,))}}, 
autrement dit l’ensemble des x qui appartiennent à E et à tous les ensembles de la familie 


(X Jer 


Pour une famille (X,), ¿> de parties de E, on a donc A X, = E. Mais pour 
LE 
une famille (X,),.ı de parties de E dont l’ensemble d'indices n’est pas vide, 
Pintersection N X ne dépend ni de E, ni de l’ensemble d’arrivée de + X, ce 
tE 


qui justifie emploi de la même notation dans les def. 2 et 3. 


PROPOSITION 1. — Soit (X,), cı une famille d'ensembles, et soit f une application d'un 
ensemble K sur I. On a alors U Xeo = UN, il 228, N Xw = QX. 
KEK teI keK vel 


Soit x un élément de |) X,. Il existe un indice 1e I tel que x e X,. Puisque 
teI 


J< = L il existe un indice x € K tel que ı = f(K), d’où x € X,., et par suite 
xe U Xw Réciproquement, six e U Xw il existe un K € K tel que x € Xiro 
KEK keK 


d’où, puisque f(x) e I, xe U) X, On a donc U Ko = U X. 
tel xeK wel 
Supposons maintenant I # g, et soit x un élément de N X, Pour tout 
LE 
élément x de K, on a f(x) el, doüxeX,metxe CE X y Soit réciproquement 
K€ 
x un élément de an X oo Sir est un élément quelconque de I, il existe un élément 
KE 


x de K tel que ı = f(k), d’où xe X,, et par suite x € A X. On a donc 
N X, = N X. 


xeK teI 


Pour les familles de parties d’un ensemble donné, il est clair que la seconde partie 
de la prop. I est encore valable sans la restriction I # 2. 


COROLLAIRE. — Soit (X,),er une famille d’ensemt!es telle que X, = X, pour tout 
couple d’indices (1, K). Alors, pour tout « e I, on a U X, = Xod (si I + ø) N X = 
x LE L 


Il suffit d’appliquer la prop. 1 à Papplication constante ı > « de I sur {a}. 


DÉFINITION 4. — Soit 5 un ensemble d'ensembles, et soit ® la famille d'ensembles 
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constituée par application identique de 3. La réunion des ensembles de ®, et (si 5 est non 
vide) l'intersection des ensembles de ®, s’appellent respectivement la réunion et l'intersection 


des ensembles de X, et se désignent par I X et N, X. 


Il résulte tout de suite de la prop. 1 que, si (X,), er est une famille d'ensembles, 
la réunion et (si I # ø) l'intersection de cette famille sont respectivement égales 
à la réunion et à l’intersection des ensembles de l’ensemble des éléments de cette 
famille. 


2. Propriétés de la réunion et de l’intersection 


Si (Xer et (Ver sont des familles d’ensembles ayant le même ensemble 
d'indices I, et si on a Y, € X, pour tout ve I, il est immédiat que l’on a 
U ve U X,et(äl# Ø) BR c N X 

Soit (X,),er une famille d’ensembles. Si J € I, on a U X, € U X, et (si 
ja E x> q x. LEJ tel 


PROPOSITION 2. — Soit (X,),., une famille d’ensembles dont l’ensemble d'indices I est 
réunion d’une famille (J;),e1, d’ensembles. On a alors 


U X, = U (U X) 


teI AEL Led 


et (si L £ Ø etj, # Ø pour tout re L) 
NX, = N (N X) 


wel AeL tedy 


«associativité » de la réunion et de l’intersection). 


Soit x un élément de |) X, Il existe un indice 1e I tel que x € X,. Puisque I 
teI 


est la réunion de la famille {J,);41, il existe un indice à € L tel que ı e J}, d’où 
xe U X, et par suite xe U (U X,). Soit inversement x un élément de Pen- 


tEeEJy AeL 1eJ; 
semble U (U X,). Il existe un indice à € L tel que xe |) X, d’où il résulte 
AEL tedı | ved, 
qu'il existe un indice ve J, (donc eI) tel que xeX,; on en conclut que 
xeU X. 
teI 


Supposons maintenant que L # Ø et J, # Ø pour tout à e L; alors I # ø. 
Soit x un élément de N X, Si à e L, on a x € X, pour tout ı € J, (puisque J}, €I), 
LE 
d'où x € N X, Ceci étant vrai pour tout à € L, on en conclut que x appartient à 
te Jr 


in} ( N X,). Soit réciproquement x un élément de ce dernier ensemble, et soit 
, € ved, 


: un élément quelconque de I. Il existe un à e L tel que 1e J}; puisque x € N Xo 
teJa 


on a x E€ X, Ceci étant vrai pour tout : € I, onaxe N X, La prop. 2 est donc 
tE 
démontrée. 
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Pour les familles de parties d’un ensemble, la seconde partie de la prop. 2 est 
encore valable sans les restrictions sur L et J,. 


3. Images d’une réunion et d’une intersection 


PROPOSITION 3. — Soient (X, ),cı une famille de parties d’un ensemble A, et I une 
correspondance entre À et B. On a alors IX) X) = U TEX,), et 
wel tel 


KAX > = QIX 
teI tel 
La relation (Ix)(xe U X, et ye l'(x)) est équivalente à (Ix)(H)(vEl et 
tel 
xeX,etye l'(x)), donc à (3) (1e I ety e F<X,>), c’est-à-dire à y e (J TX), ce 
teI 
qui démontre la première formule. D’autre part, pour tout: e I, ona Al XcX, 
LE 
d’où (II, p. 10, prop. 2) KA X) € IXX,), ct par suite 
KO X> LTR. 
Si T est une correspondance quelconque (et en particulier une fonction quel- 


conque), la formule KA X>) = N T<X,> est en général fausse. 


* Par exemple, dans le plan R?, les premières projections des droites y = x et 
y = x + 1 sont identiques à R, mais l'intersection de ces droites est vide, et par suite 
aussi la première projection de cette intersection.! y 


On a cependant l'important résultat suivant: 


PROPOSITION 4. — Soient f une application de A dans B, et (Y ,),«ı une famille de parties 
-1 —1 
de B. On a alors f< Yo = A SYD. 
=f 
En effet, soit x un élément de Q IND: On a f(x) € Y, pour tout ve I, d’où 


2 -1 = 
fi) € N Y,, et par suite eKA Y,>. Donc Fir ern Y,», ce qui, 


avec la prop. 3, achève la démonstration. 


COROLLAIRE. — Si f est une injection de A dans B et si (X), <1 est une famille de parties 
de A dont ensemble d’indices n’est pas vide, on a f < N X>) = N FR» 


On peut en effet écrire f = io g, où 1 est l’injection canonique de f <A> dans 
B et g une bijection de A sur f <A>. Alors, pour toute partie X de A, on a 


-1 
FR» = KX), en désignant par h l'application réciproque de g; on est donc 
ramené à la prop. 4. 


1 Une erreur célèbre provenant de l'application de la formule précédente est celle commise par 
H. Lebesgue dans sa tentative pour démontrer que la projection sur un axe d’un ensemble borélien 
du plan est encore un ensemble borélien (résultat depuis reconnu inexact, et dont la discussion est à 
l’origine de la théorie des ensembles « sousliniens ») : il écrit que la projection de l'intersection d’une 
suite décroissante ensembles est égale à l’intersection de leurs projections (Journal de Mathématiques, 
(6), t, I (1905), p. 191-192). 
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4. Complémentaire d’une réunion ou d’une intersection 
PROPOSITION 5. — Pour toute famille (X,),<ı de parties d’un ensemble E, on a 
BU X) = NUR) i BOX) = U (GX). 
Soit x € fr X). On a x € E, et, pour tout ı € I, x ¢ X, donc x € bgX,; par 
teI 


suite x € N (CEX,). Réciproquement, soit x € N (6,%,); par definition de linter- 


section (II, p. 23, def. 3), on a x € E. En outre, si on avait xe U X, il existerait 
tel 


KEI tel que xeX,, ce qui est contraire à l’hypothèse xe (6.%,); donc 


x € bs(U X,). Ceci achève la démonstration de la première formule. La seconde 
tel 


en résulte immédiatement, compte tenu de la relation 65(65X) = X pour toute 
partie X de E. 


5. Réunion et intersection de deux ensembles 
Si À et B sont des ensembles, on pose 


AUB= U X, AnB= Q X, 


Xe{A,B} e{A,B} 


Il est clair que A U Best l’ensemble des objets qui appartiennent soit à A, soit à 
B (et éventuellement à tous deux), tandis que AN B est l’ensemble des objets qui 
appartiennent à la fois à A et à B. En particulier {x, y} = {x} U {y}. 

Posons {x, y, z} = {x,y} U {z}. L'ensemble {x, y, z} est l’ensemble dont les 
seuls éléments sont x, y et z. On pose de même {x, y, z, t} = {x,y, z} U {t}. Etc. 

Si maintenant À, B, C, D sont des ensembles, on pose 


AUBUC= U X, AnBnC= N 


Xe{A,B,C} Xe{A,B,C} 


AUBUCGUD=_ U X AnBnCnD=, ,N,_X.Ete. 


Xe{A,B,C,D} Xe{A,B,C,D} 
Soient A, B, C des ensembles, Les prop. 1 et 2 entrainent les formules 
AUB=BUA, AnB=BnA 
À U (BU C) = (AU B)UC=AUBUC 
AN(BNC)=(ANBNC=ANBAC. 


Ces formules sont d’ailleurs des conséquences immédiates de théorèmes 
énoncés dans le critère C24 (I, p. 31); on démontre de la même façon les formules 


AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 


« distributivité » de la réunion par rapport à l'intersection et de l’intersection par 
rapport à la réunion; cf. II, p. 35). 
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La relation A < Best équivalente à AUB = Beta ANB = A.SiAetB 
sont des parties d’un ensemble E, on déduit de la prop. 5 (ou du critère C24) les 
formules 


C(A U B) = (GA) A (GB),  Ca(A NB) = (GA) U (CB); 
on a en outre 
AU (GA) = E, AN (GA) = 2. 
Si T est une correspondance entre E et F, A et B des parties de E, on déduit 
de la prop. 3 (II, p. 25) que 


<A UB = IKAUTKBS, IKANBy c KAn IKB 
et si fest une application de F dans E 


FANB) = FA) AFB) 
en vertu de la prop. 4. 


Notons aussi la proposition correspondante pour les complémentaires: 


PES ON 6. — Soit Fi une application de A dans B; pour toute partie Y de B, on a 


f8- Y = Fe - m. 
En effet, pour que x appartienne à F: <B — Y), il faut et il suffit que f(x) 


-1 

appartienne à B mais non à Y, c’est-à-dire que x appartienne à f <B>, mais non 
-1 

AT CL 


COROLLAIRE. — Soit f une injection de A dans B; pour toute partie X de A, on a 
FA -= X> = fA — FX). 

En écrivant f = to g, où 1 est l'injection canonique de f <A> dans B, on se 
ramène à la prop. 6 appliquée à z 

L’intersection X N A s'appelle quelquefois trace de X sur A. Si % est une famille 


d'ensembles, on appelle encore trace de % sur A l’ensemble des traces sur A des 
ensembles appartenant à 3. 


6. Recouvrements 


DÉFINITION 5. — On dit qu'une famille d'ensembles (X ,),er est un recouvrement d’un 
ensemble E si E © |] X, Si (X )erei (V,),ex sont des recouvrements de E, on dit que le 
tel 


second de ces recouvrements est plus fin que le premier (ou que le premier est moins fin que le 
second) si, pour tout x € K, il existe un LE I tel que Y, € X., 


Un ensemble d’ensembles R est un recouvrement de E si la famille d’en- 
sembles constituée par l’application identique de R est un recouvrement de E, 


autrement dit si E € (J X. 
Xe 
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Si R, R’, R” sont trois recouvrements de E tels que R’ soit plus fin que R, et 
R” plus fin que R’, il est clair que R” est plus fin que R. 

Soit (X,),eı un recouvrement de E; si J est une partie de I telle que (X,)\es 
soit encore un recouvrement de E, ce recouvrement est évidemment plus fin que 
ven 

Soient (X,) er et (Y,)Lkex des recouvrements d’un ensemble E. La famille 
d'ensembles (X, AO Yi4.werxx est encore un recouvrement de E. En effet, si 
x € E, il existe des indices ı € I et x € K tels que x e X, et x € Yp, d'où x € X, A Y 
De plus, il est clair que le recouvrement (X, O Ykje, werxx est plus fin que 
chacun des recouvrements (X,) en (Yk)kex. Soit réciproquement (7Z,),er un 
recouvrement de E qui est plus fin que chacun des recouvrements (X,),er et 
(Yo)ger; si À € L, il existe alors des indices rel et ke K tels que Z, € X, et 
Z, = Ye, d'où Z, € X, A Y,, ce qui montre que le recouvrement (Z,)jen est 
plus fin que le recouvrement (X, N Yele werxr 

Soit (X,), er un recouvrement d’un ensemble A, et soit f une application de A 
sur un ensemble B. La famille (f<X.)),4, est alors un recouvrement de B (II, 
p. 25, prop. 3) qui s'appelle l’image du recouvrement (X), c1 par f. Si g est une appli- 


cation d’un ensemble C dans l’ensemble À, la famille (EX Der est unrecouvre- 
ment de C, qu’on appelle l’image réciproque du recouvrement (X,),cı par g. 

Soient E et F des ensembles, (X,), er un recouvrement de E et (Y,),.x un 
recouvrement de F. La famille (X, x Yo werxx est alors un recouvrement de 
E x F qu’on appelle le produit des recouvrements (X,),erde E et (Y,)..K de F. 


Proposition 7. — 1° Soient E un ensemble et (X), cı un recouvrement de E. Si deux 
fonctions f, g, ayant E pour ensemble de définition, sont telles que, pour tout vel, f et g 
coincident dans EN X, , alors f et g coincident dans E. 

2° Soient (X,), ex une famille d’ensembles, (f,),.ı une famille de fonctions ayant même 
ensemble d'arrivée F, telle que, pour tout ı € I, l’ensemble de définition de f, soit X, , et que, 
pour tout couple (x) el x I, f, et fe coincident dans X, N X,. Il existe alors une 
fonction f et une seule, ayant A = |] X, pour ensemble de définition et F pour ensemble 

teI 


d'arrivée, et qui prolonge toutes les fonctions f, (e I). 
1° Soit x un élément quelconque de E; il existe un 1e I tel que x e X,, d’où 


f(x) = g(x) par hypothèse. 
2° Soit G, le graphe de f., et G = |) G,; montrons que G est un graphe 
wel 


fonctionnel. En effet, si (x, y) eG et (x, y’) € G, il existe deux indices ı, x dans I 
tels que (x,y) € G, et (x, y’) e G,- Cela entraine xe X, ,xEX, ,y = f(x), = f(x); 
mais comme x € X, N X, , on a f(x) = (x), cest-à-dire y = y’. Le graphe Ga 
pour ensemble de définition pr, G = |) pr, G, = A; la fonction f = (G, A, F) 


weI 
répond donc à la question. Son unicité résulte de la première partie de la propo- 


sition. 
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7. Partitions 


DÉFINITION 6. — On dit que deux ensembles À, B sont disjoints (ou sans élément commun) 
si AOB = ø; sil n’en est pas ainsi, on dit que A et B se rencontrent. Soit (X,)\er une 
‚famille d'ensembles ; on dit que les ensembles de cette famille sont mutuellement (ou deux à 
deux) disjoints si les conditions v€ I, K € I, 1 # K entraînent X, O X, = Ø. 


Soit f une application de A dans B, (Y,),.ı une famille de parties de B, 
mutuellement disjointes; la prop. 4 (II, p. 25) montre que les ensembles de la 


-1 

famille (f <Y,>).er de parties de A sont mutuellement disjoints. Par contre, si 
(X,) er est une famille de parties de A, mutuellement disjointes, les ensembles de 
la famille (f <X,>), c1 ne sont pas en général mutuellement disjoints. 


PROPOSITION 8. — Soient (X,),eı une famille d'ensembles mutuellement disjoints, 
(fer une famille de fonctions ayant même ensemble d’arrivee F, et telles que, pour tout 
ve I, l’ensemble de définition de f, soit X,. Il existe alors une fonction f et une seule, ayant 


U X, pour ensemble de définition et F pour ensemble d'arrivée, et qui prolonge toutes les 
weI 


fonctions f, ve). 
C’est un corollaire immédiat de la prop. 7 (II, p. 28), puisque f, et f, coin- 
cident évidemment dans X, N X, = Ø lorsque ı # K. 


DÉFINITION 7. — On appelle partition d’un ensemble E une famille de parties mutuellement 
disjointes de E, qui est un recouvrement de E. 


Exemple. — Pour tout ensemble non vide A, la famille ({x} xea des parties de A 
réduites à un seul élément est une partition de A. 


Si (X), er est une partition d’un ensemble E formée d'ensembles non vides, 
Papplication ı > X, de I sur l’ensemble 3% des éléments X, de la partition est bi- 
jective. La donnée de 3 définit donc la partition à une bijection près des ensembles 
d'indices. Lorsqu'on parle d’une partition en ensembles non vides, c’est de 
l’ensemble des éléments de la partition qu’il est question le plus souvent, 


8. Somme d’une famille d’ensembles 


PROPOSITION 9. — Soit (X), er une famille d'ensembles. Il existe un ensemble X possédant 
la propriété suivante : X est réunion d’une famille (X}), <; d'ensembles mutuellement disjoints, 
telle que, pour tout ve l, il existe une application bijective de X, sur XY. 

Soit A = U X., Si ı e I, Papplication x + (x, |) (x € X,) est une application 

tEI 

bijective de X, sur une partie X; de A x I. De plus, l’image de X; par la seconde 
fonction coordonnée sur A x I est contenue dans l’ensemble {1}; il en résulte que 
X; O X, = Ø si: # K. Il suffit alors de poser X = U X.. 


wel 
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DÉFINITION 8. — Soit (X,), er une famille d’ensembles. On appelle somme de cette famille 
d’ensembles la réunion de la famille des ensembles X, x {i} (1e I). 


Proposition 10. — Soit (X,),er une famille d'ensembles mutuellement disjoints. Soient 
A sa reunion et S sa somme. Il existe une application bijective de A sur S. 

Pour tout ı e I, soit f, une bijection de X, sur X, x {1}. En vertu de la prop. 8 
(II, p. 29), il existe une application f de A dans S qui prolonge toutes les applica- 
tions /.. On vérifie aussitôt que f est une application bijective de A sur S. 

Par abus de langage, on dit qu’un ensemble E est somme d’une famille d’ensembles 
(X) er lorsqu’il existe une bijection de E sur la somme de cette famille définie par la 
def. 8. 

On notera que, si (X,),cı est une famille d’ensembles quelconque, le raisonne- 
ment de la prop. 10 montre qu’il existe une application de la somme S de cette 
famille sur sa réunion A. 

On dit encore qu’un ensemble somme d’un ensemble X et d’un ensemble {a} 
réduit à un élément est obtenu par adjonction de a à X. 


$5. PRODUIT D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 
1. L’axiome de l’ensemble des parties 


A3. (VX) Coll,(Y € X). 


Cet axiome signifie que, pour tout ensemble X, il existe un ensemble dont les 
éléments sont toutes les parties de X, savoir l’ensemble {Y | (Y = X)} (II, p. 3); 
on le désigne par P(X), et on Pappelle l’ensemble des parties de X. Il est clair que, si 
X € X’, on a P(X) <BR. 

Soient A et B deux ensembles, I' une correspondance entre A et B. La fonction 
X > TX) (X e (A), EXD e P(B)) sappelle lextension canonique (ou simple- 
ment extension) de T aux ensembles de parties, et se note Î; c’est une application de 
P(A) dans P(B). Si I” est une correspondance entre B et un ensemble C, la 
formule (T’ o T)<X> = I<I<X>> montre que l'extension de I'o PF aux en- 


sembles de parties est l'application I’ oT. 


Proposrrion 1. —- 1° Si fest une surjection d’un ensemble E sur un ensemble F, l'extension 
canonique fest une surjection de P(E) sur R(F). 

2° Si f est une injection de E dans F, l'extension canonique f est une injection de R(E) 
dans (F). 

1° Si s est une section associée à f, f ° s est application identique de F, donc 
fe $ est application identique de $(F), ce qui montre que fest une surjection et 
$ une section associée (II, p. 18). 

2° La proposition est immédiate si E = ø, puisqu’alors P(E) = {Ø}. Si 
E Æ ø etsirest une rétraction associée à f, r o fest l’application identique de E, 
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donc f o fest l'application identique de P(E), ce qui montre que fest une injection 
et f une retraction associée (II, p. 18). 


2. Ensemble des applications d’un ensemble dans un ensemble 


Soient E et F des ensembles. Le graphe d’une application de E dans F est une 
partiedeE x F. L’ensemble des éléments de B(E x F) qui possèdent la propriété 
d’être des graphes d’applications de E dans F est donc une partie de B(E x F) 
que l’on désigne par FF. L’ensemble des triplets f = (G, E, F), pour Ge F” est 
donc l’ensemble des applications de E dans F; on le désigne par F (E; F). Il est clair 
que G > (G, E, F) est une bijection (dite canonique) de FF sur F (E; F). L’exis- 
tence de cette bijection permet de traduire aussitôt toute proposition relative à 
l'ensemble F® en une proposition relative à F (E; F), et vice-versa. 

Soient E, E’, F, F’ des ensembles. Soient u une application de E’ dans E, et v 
une application de F dans F’. La fonction f>vofou (fe F(E; F)) est une 
application de F (E; F) dans F(E’; F’). 


Proposrrion 2. — 1° Si u esl une surjection de E' sur E, et v une injection de F dans F', 
l'application fi> v o f o u est injective. 

2° Si u est une injection de E’ dans E, et v une surjection de E sur F’, application 
J> vo fo u est surjective. 

Bornons-nous au cas où les ensembles E’, F sont non vides, la proposition se 
vérifiant trivialement dans les autres cas. 

1° Soient s une section associée à u, r une rétraction associée à v (II, p. 18, 
def. 11). Onaro(vofou)os = Idy ° f° Idg = f, ce qui montre que fi> vofou 
est injective. 

2° Soient r’ une rétraction associée à u, s’ une section associée à v. Pour toute 
application f': E' -> F’, on a vo(s of'or)ou=f', ce qui montre que 
J> vo fo u est surjective. 


ÜOROLLAIRE. — 51 u est une bijection de E' sur E et vune bijection de F sur F', fr vo fou 
est bijective. 


Soient A, B, C trois ensembles, et f une application de B x C dans A. Pour 
tout y e C, soit f, l'application partielle x —> f(x,y) de B dans A (II, p. 21); la 
fonction y > f, est une application de C dans F (B; A). Inversement, pour toute 
application g de C dans F (B; A), il existe une application et une seule f de 
B x C dans À telle que g(y) = f, pour tout ye C, savoir l’application 
(x;y) => (g(y))(x). Donc: 

PROPOSITION 3. — Si, pour toute application f de B x C dans A, on désigne par f 
l'application y > fy de C dans F (B; A), la fonction f> f est une bijection (dite canonique) 
de F(B x C; A) sur F(C; F (B; A)). 
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On définit de la même manière une bijection (dite canonique) de F (B x C; A) 
sur F (B; F (C; A)). Enraison de la correspondance biunivoque entre applications 
et graphes fonctionnels, les bijections précédentes fournissent des bijections (dites 
canoniques) de AB*C sur (AP)C (resp. (AC)B). 


3. Définition du produit d’une famille d’ensembles 


Soient (X,),er une famille d’ensembles, F un graphe fonctionnel ayant I pour 

ensemble de définition, et tel que, pour tout ve I, on ait F(1) e X,; on en déduit 

que, pour tout : € I, on a F1) e A = U X, et par suite que F est un élément de 
wel 


P(I x A). Les graphes fonctionnels ayant la propriété précédente forment donc 

une partie de (I x A). 

DéÉrinirion 1. — Soit (X,), er une famille d'ensembles. L'ensemble des graphes fonctionnels 

F, ayant I pour ensemble de définition, et tels que Fr) e X, pour tout ve I, s'appelle le 

produit de la famille d'ensembles (X), <; et se désigne par Il X,. Pour tout vel, X, 
LE 


s'appelle le facteur d'indice ı du produit II X,; lapplication 


F>F() (FellX, FO eX.) 
s'appelle la fonction coordonnée (ou projection) d’indice ı, et se note pr, 
On dit que F(:) est la coordonnée d’indice ı (ou projection d'indice :) de F; image 
pr A) d’une partie A de Il X, par la fonction coordonnée d’indice : s’appelle la 


projection d’indice : de A; on vérifie aisément que A < II pr lA). 
tE 


On utilise souvent la notation (x) er pour désigner les éléments de II X, (II, 
€ 


p. 16). 

Si I = 2, l’ensemble Il X, ne possède qu’un scul élément, savoir l’ensemble 
vide (II, p. 14, Exemple 1). 

Lorsque tous les facteurs X, du produit y X, sont égaux à un même ensemble 
E, ona II X, = El, comme il résulte aussitôt des définitions. 

Si (X,),er est une famille d’ensembles quelconque, E un ensemble tel que 
U X, € E, la def. 1 montre que [1 X, c El; il y a donc correspondance bi- 


univoque entre Il X, et un ensemble d’applications de I dans E (partie de 
F(LE)). = 


Si I = {x} est un ensemble à un seul élément, on a II X, = X; application 
tE 
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FH F(a) est alors une application bijective de FE X, sur X, (dite canonique, ainsi 
que l’application réciproque). sn 

Soient A et B des ensembles, et soient «, ß deux objets distincts (il en existe, 
par exemple 2 et {&G}). Considérons le graphe {(«, A), (ß, B)}, qui est évidem- 
ment fonctionnel, et n’est autre que la famille (X,), et, p telle que X, = A, 
X, = B. Pour tout couple (x,y) e À x B, soit fy,y le graphe fonctionnel 
{(x, x), (B, y)}. Il est immédiat que la fonction (x, y) i> fy, , est une application bi- 


jective de À x Bsur ile X, dont l’application réciproque est g> (g(x), g(8)); 


ces deux applications sont dites canoniques. Nous utiliserons dans la suite cette 
correspondance biunivoque pour démontrer des propriétés du produit de deux 
ensembles à partir de propriétés du produit d’une famille d’ensembles. 

Soit (X,),.r une famille d’ensembles dont chacun est un ensemble à un seul 


élément, soit X, = {a}; alors le produit II X, est un ensemble réduit au seul 
élément (aer ia 

Soit E un ensemble; les graphes des applications constantes 1> x de I dans E 
forment une partie A du produit E? appelée diagonale; si X désigne le graphe de 
l'application ır> x (pour x € E), l'application x -> X est une injection de E dans 
E! dite application diagonale. 


PROPOSITION 4. — Soient (X,),.ı une famille d’ensembles, u une bijection d’un ensemble 


K sur l’ensemble I, U son graphe. L'application F€ œ> F o U de II X, dans Il Xuc est 
bijective. i ai 
Soit A = U X, = U Xw (II, p. 22, prop. 1). L'application F >F o U 
teI xeK i 


(FE A!) est une application bijective de A! sur AK (II, p. 31, prop. 2). Il est 
évident que la condition « pour tout 1e I, F(:) € X, » est équivalente à « pour tout 
K E K, (Fo U) (xK) € Xw », ce qui démontre la proposition. 


4, Produits partiels 


Soient (X,), er une famille d’ensembles, et J une partie de I; on dit que IT X, est 
LE 


un produit partiel de ii X.. Si fest une fonction de graphe F e Il X, F o A; (où 

À, est la diagonale de J x J) est le graphe de la restriction de fa J. On a évidem- 

ment FoA,e Il X,; l'application F > F o A; de Il X, dans Il X, sappelle la 
tE LE tE 


projection d’indice J et se note pry. 


ProPposırıon 5. — Soient (X,), eune famille d'ensembles, et J une partie de I. Si, pour tout 


teI, ona X, £ Ø, la projection pr; est une application de II X, sur Il X 
LE LE 
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D’après les remarques faites ci-dessus, il revient au même de démontrer la 
proposition suivante: 


Proposition 6. — Soit (X,),., une famille d'ensembles telle que X, # Ø pour tout 
€ I. Etant donnée une application g de J € I dans A = |] X, telle que g(ı) EX, pour 
vel 


tout ve], il existe un prolongement f de g à 1, tel que f(ı) e X, pour tout EI. 

En effet, pour tout rel — J, désignons par T, le terme r,(y € X,). Comme 
X, # © par hypothèse, on a T, € X, pour tout 1e I = J (I, p. 32). Si G est le 
graphe de g, le graphe GU ( U {( T,)}) est le graphe d’une fonction f répon- 


weI—J 
dant à la question, comme on le vérifie aussitôt. 


COROLLAIRE 1. — Soit (X,),., une famille d'ensembles telle que, pour tout «€ I, on ait 
X, # Ø. Alors, pour tout x € I, la projection pr, est une application de IT X, sur Xo 

Il suffit d'appliquer la prop. 5 à la partie J = {x} de I, et de remarquer que 
pr, est composée de l'application canonique de X sur X, et de Papplication 
Pria 


COROLLAIRE 2, — Soit (X,),., une famille d'ensembles. Pour que II X, = 2, il faut 
et il sufit qu'il existe un ve I tel que X, = 2. à 


En effet, si, pour tout 1e I, on a X, # Ø, on a aussi Il X, # Ø comme il 
LE 


résulte du cor.l; inversement, si II X, # ø, la relation prall 1 X,) c X, 
LE LE 


montre que l’on a X, # Ø pour tout ge l. 


On voit donc que, si on a une famille (X) e1 d'ensembles non vides, on peut 
introduire (à titre de constante auxiliaire) une fonction f dont I est l’ensemble de 
definition, et qui est telle que /(:) e X, pour tout ¿€ I. On dira en pratique: « Prenons 
dans chaque ensemble X, un élément x, ». Intuitivement, on a donc « choisi» un 
élément x, dans chacun des X, ; l'introduction du signe logique + et des critères qui en 
gouvernent l'emploi nous a dispensés d’avoir à formuler ici un « axiome de choix » 
pour légitimer cette opération (cf. Ens. R, p. 21). 


COROLLAIRE 3. — Soient (X,).e1 et (Y,).er deux familles d’ensembles ayant le même 


ensemble d'indices I. St, pour tout vel,on a X, € Y,, on a aussi LI X, = ĮI Yis 
tE 


teI 
Réciproquement, si II X, = II Y, et si, pour tout ve I, ona X, # Z, ona X, = Y, 
pour tout vel. rE u 


La premiere assertion est évidente, et la seconde résulte du cor. 1 de la prop. 6, 
car on a alors, pour tout «€ I, 


X, z prall I x.) = pr, (1 | Y.) = Ye 


wel 
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5. Associativité des produits d’ensembles 


Prorostrion 7. — Soit (X,),cı une famille d'ensembles. Soit (J,); ei une partition del; 
l'application f> (pro, f }1e1 de Il X, dans l’ensemble produit IT ( II X.) est bijective 


(«associativité » des produits d’ensembles). 

D’après l'interprétation de pr,, f comme graphe de la restriction d’une fonc- 
tion de graphe f (II, p. 33), dire que l'application f> (prs, f )ier, est bijective 
signifie que, pour toute famille (v,),.,, où v, est une application de J, dans 


U X, il existe une application et une seule u de I dans |) X, telle que, pour tout 
wel wel 


À € L, v, soit la restriction de u à J,; or, cela résulte de ce que (Jı)xer, est une 
partition de I (Il, p. 29, prop. 8). 


L’application définie dans la prop. 7 et sa réciproque sont dites canoniques. 


Remarques. — 1) Soient x, ß deux objets distincts, et (Ja)ùeta, p une partition de I en 
deux ensembles J,, Jo. On obtient une application bijective (dite encore canonique) du 


produit LI X, sur (PI x) x CII x) en composant l’application canonique de 
a B 
Il ( | x) sur (II x) x (II x.) et l'application canonique de II X, sur 
Ja LEde teJg teI 


e{x,ß} te 


TI X,). Lorsque, pour tout t € Jg, X, est un ensemble à un seul élément, on en 
AE{x,B} teJa 


déduit que pry, est une application bijective de Il X, sur Il X. 
€ Edy 


2) Soient g, B, y des objets deux à deux distincts (il en existe, par exemple g, 
{Ø} et {{Ø}}), et soient A, B, C des ensembles. Considérons le graphe fonctionnel 
{(&, A), (B, B), (y, C)}, c’est-à-dire la famille d'ensembles (X hetw,g, ny telle que 
X, = A, X; = B, X, = C. A la partition de {x, 3, y} formée des deux ensembles 


{a, B} et {y} correspond une bijection canonique de lI 3 X, sur le produit 
teix, B,Y 


(, IR x) x X}, et par suite une bijection {qu’on appelle encore canonique) de 
Eid, 


eh ‚a sur Ax B x C (IT, p. 9), faisant correspondre à tout graphe 
E{x, B.Y 


fe IT , X: l'élément (f(a), SB, fr) de A x B x C. Tenant compte de la 


tefa B, y 
prop. 4 (II, p. 33), on peut ainsi mettre en correspondance biunivoque deux quelcon- 
ques des ensembles A x B x C,B x CO x A,C x À x B,B x À x C, A x C x B, 


C x B x A. 


6. Formules de distributivité 


Proposition 8.— Soit ((Xies,)ren une famille (admettant I, pour ensemble 


/ 


d'indices) de familles d’ensembles. On suppose L + Ø ei], # Ø pour tout x € L., Soit 
I = 11) # Ø. Ona 


U (NX) =A. 


AeL ed, eI 


X, su) 


De 


Ael 


N (U Xa) = U (N X, ra) 


Ael ed, el ÀeL 


et 
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(« distributivité » de la réunion par rapport à l’intersection et de l'intersection par 
rapport à la réunion). 
Soit x un élément de uU ( N X;,,). Soit f un élément quelconque de I. Il 
“€ tEJA 


existe un indice À tel que x € a X, ;onaparsuitexeX, jop d'où x € M: X, ray 


Ceci étant vrai pour tout f € 1, onaxe Aa (U X; ra). Soit maintenant x un 
Jei € 


objet qui n’appartient pas à P ensemble U ( N X,.,). Il en résulte que, pour tout 


rel,onax& N X,,, ce qui signifie que, pour tout à € L, l’ensemble J} des 
LE Jr 


LE J, tels que x ¢ X, est non vide. D’après le cor. 2 de la prop. 5 (II, p. 34), il 
existe un graphe fonctionnel f dont l’ensemble de définition est L et qui est tel 
que, pour tout À € L, f(A) e J; On a donc fe I et, pour tout à € L, x € X, foy 


On en déduit que x ¢ kes Xy, so» et par suite x ¢ Q (z UX 


EL 
La première Role est donc demontree. La Recopie s’en déduit, en appli- 


quant la première formule à la famille ((G4X,, es, )1e1s Où À désigne la réunion 


U ( U Xa) 


AEL tej, 


X, ro) 


COROLLAIRE. — Soient (X,),c1 et (Y,)kex deux familles d'ensembles dont les ensembles 
d’indices sont non vides. On a 

Q X.) W A Yx) = UE (X, Y Y) 
et 


(UX) n (U Y) = At) 


fbi RORA 


Soient à et ß deux objets distincts; il suffit d'appliquer les formules de la prop. 
8 au cas où L = {a, B}, Ja = I, J, = K, et à la famille ((Z, „ues,)nen telle que 
Zu, = X, pour tout tel et Z,, = Y, pour tout ke K; tenant compte de 


V’existence de la bijection canonique de ln sur I x K (II, p. 33) et de la 


prop. I de II, p. 30, on obtient les formules énoncées. 


PROPOSITION 9. —- Soit ((X,, J.es Jaen une famille (admettant L comme ensemble 
d'indices) de familles d’ensembles. Soit I = ih: Ona 


IIU X) = UUI Xas) 


AEL teJa 
et (iL # Set], # 2 pour tout reL) 
ILA, x) = AUS.) 


(« distributivité » du produit par rapport à la réunion et à l’intersection). 
La première formule est immédiate si L = 2 ou siJ, = © pour un indice 
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à € L. Sinon, soit g un élément de u ( U X,,); pour tout à € L, il existe donc 
un re J, tel que g(X) € X,,,; autrement dit, l’ensemble H, des 1e J, tels que 
g(r) € X;,, n’est pas vide. D’après IT, p. 34, cor. 2, il existe donc un graphe fonc- 
tionnel f dont l’ensemble de definition est L et qui est tel que, pour toutXeL, 


JO) e Hy, ce qui signifie que g(à) EX, soa On a donc g ellx, a» et par suite 
geU (T Xi. r): Inversement, si ge u (I X, 7a), il existe un graphe 


fei Xe EL 
fonctionnel fe I tel que, pour tout àe L, on ait g(A) EX, ya, et a fortiori 
gQ) e U X4,, ce qui achève de démontrer la première formule. La seconde se 
Le Ja 


démontre de façon analogue mais plus simple encore, comme nous laissons au 
lecteur le soin de le vérifier. 


COROLLAIRE 1. — Si, pour chaque indice À € L, la famille (X, .).es, est une partition 
de X, = u X, la famille (T X, idee est une partition de LT X,. 


EL 
Si on pose P, = LT X,, ra, U suffit, en vertu de la première des formules de la 
€ 
prop. 9, de démontrer que, si fet g sont des éléments distincts de I, P, A P; = Ø. 
Or, il existe alors un x € L tel que f(à) # g(à), d’où, en vertu de l’hypothèse, 
Kıro O Xray = Ø. Il en résulte qu’il n’y a aucun graphe appartenant à 
P,NP,; en effet, pour un tel graphe G, on devrait avoir 
GO) EX, so A Km = 25 

ce qui est absurde. 


COROLLAIRE 2. — Soient (X,) e1 et (V,),.<x deux familles d’ensembles. On a 


(UX) x (UV) = U, Rx W) 


G,KWEeixK 


et (si let K sont non vides) 


(A X,) 2 ça) Ye) = (X, x Yo 


(,KJeIxK 


1] suffit de raisonner comme dans la démonstration du corollaire de la prop. 8 
(II, p. 36). 


PROPOSITION 10. — Soit (X, Lo werxx une famille d'ensembles dont l’ensemble 
d’indices est le produit de deux ensembles I et K. Si K £ G,ona 


AIX JEU COX. 


ter KEK 


Les deux membres de l'égalité qu’il s’agit de démontrer sont des ensembles de 
graphes fonctionnels. Pour qu’un tel graphe f appartienne au premier membre, il 


faut et il suffit que, pour tout x €K, fe [I X, x c’est-à-dire que, pour tout 
tE 
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(,K)EI x K, f(:) appartienne à X, .. Pour que f appartienne au second 
membre, il faut et il suffit que, pour tout el, on ait f{1) € fi X x c’est-à-dire 


encore que, pour tout (1, k) e I x K, fl) appartienne à X, «. La proposition est 
donc démontrée. 


COROLLAIRE. — Soient (X), e1 et (Y), c1 deux familles d’ensembles ayant même ensemble 
d'indices I # Ø. Ona 


Ix)Tlv)-IIxny) 


wel tel tel 


et 
Q X.) x Q Y) = N (X, x Y). 


I! suffit d'appliquer la prop. 10 au cas où K (resp. I) est un ensemble à deux 
éléments distincts. 


7. Extension d'applications aux produits 

DÉFINITION 2. — Soient (Xien (Yı)ıer deux familles d'ensembles, et (g).er une 
famille de fonctions, admettant le même ensemble d’indices, et telles que, pour tout ı € 1, g, soit 
une application de X, dans Y, Pour tout f ell X, soit u, le graphe de la fonction 


tr g (J) (Le D), qui est un élément de Il Y, On appelle extension canonique (ou 
simplement extension) de la famille d'applications (ger aux produits, l'application 
J-> up de II X, dans pi Y, son dit aussi parfois que c’est le produit de la famille d’applica- 


tions (Eer 


Quand on utilise la notation indicielle, le produit de la famille (g,),., est donc 
la fonction (x) er> (g(x,)).e15 on la désigne parfois encore par (g) er 


Si I = {«, B}, où « et B sont distincts, l’extension aux produits de la famille d’appli- 
cations (g,)rer n’est autre que Y o (gy X gg) o p, où ọ désigne l'application canonique 


de 11% sur X, X X, (II, p. 33) et % l’application canonique de Y, x Yg sur 


II y. 
Prorosrrion 11. — Soient (Ken (Ven (Z.),ex trois familles d'ensembles, (gen 
(2) ex deux familles de fonctions, admettant le même ensemble d’indices, et telles que, pour 
tout vel, g, soit une application de X, dans Y, et g' une application de Y, dans Z, Soient 
g et g' les extensions des familles (8) e1 et (g),ex aux produits; alors l'extension aux 
produits de la famille (g; ° g.) er est égale à g' o g. 
La proposition découle immédiatement de la def. 2. 


COROLLAIRE. — Soient (X,),e1, (Y) er deux familles d’ensembles, (g.),e1 une famille 
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de fonctions. Si, pour tout 1 € I, g, est une injection (resp. surjection) de X, dans Y, , alors 
l'extension g de (8,), cı aux ensembles produits est une injection (resp. une surjection) de 


Il X, dans Il Y., 


1° Bornons-nous au cas où X, # Z pour tout : € I, le résultat étant trivial 
dans le cas contraire. Supposons que, pour tout ı € I, g, soit une injection, et soit r, 
une rétraction associée à g, (II, p. 18, déf. 11), de sorte que r, o g, est P application 
identique de X,. Soit r extension aux produits de la famille (r), er; comme re g 
est l’extension aux produits de la famille des applications identiques Idx, ro g est 


ľapplication identique de II X, donc g est une injection (II, p. 18, prop. 8). 

2° Supposons que, pour tout 1e I, g, soit une surjection de X, sur Y, et soit 
s, une section associée à g, (II, p. 18, déf. 11), de sorte que g, o s, est Papplication 
identique de Y,. Si s est l'extension aux produits de la famille (s) en gos est 
l'extension aux produits de la famille des applications identiques Id,,, donc est 
Papplication identique de H Y, ce qui prouve que g est une surjection (II, p. 18, 
prop. 8). z 


Soit (X,),cı une famille d’ensembles, et soit E un ensemble. Pour toute 
application f de E dans 1] X,, pr, o fest une application de E dans X,; si f est 


l'extension aux produits de cette famille d'applications, et dl’application diagonale 
(IL, p. 33) de E dans El, on voit aussitôt que l’on a f = fo d. Inversement, soit 
(fer une famille de fonctions telle que, pour tout el, f, soit une application de 
E dans X, et soit f l'extension aux produits de cette famille; on a alors, pour tout 
tel, pro(fed) = f. Par abus de langage, l'application f o d se note encore 
(fer On définit ainsi une application bijective (dite canonique, ainsi que son 
E 


application réciproque) de l’ensemble II XE sur l’ensemble (TT x.) 
eI teI 


$6. RELATIONS D’EQUIVALENCE 


En principe, nous cesserons desormais d’utiliser des lettres italiques grasses pour 
designer des assemblages indéterminés; le contexte permettra au lecteur de 
discerner sans peine les assertions qui s'appliquent à des lettres ou des relations 
indéterminées. 


1. Définition d’une relation d’équivalence 


Soit Rix, yf une relation, x et y étant des lettres distinctes. On dit que la relation R 
est symétrique (par rapport aux lettres x et y) si Pon a Rx, yf > Riy, xf. S'il en est 
ainsi, en substituant à x et y deux lettres x’, y’, distinctes entre elles et distinctes 
de toutes les lettres figurant dans R, puis en substituant y et x à x’ et y’ respective- 
ment, on voit que l’on a Riy, x > Rx, y$; donc Rix, y} et Riy, x} sont équivalentes. 

Soit z une lettre ne figurant pas dans R. On dit que la relation R est transitive 
(par rapport aux lettres x et y) si Pon a (Rx, yf et Riy, z} > Rix, z$. 
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Exemples. — La relation x = y est symétrique et transitive. La relation X € Y 
est transitive, mais non symétrique. La relation X A Y = g est symétrique, mais 
non transitive. 


Si Rix, y{ est à la fois symétrique et transitive, on dit que Rx, yý est une relation 
d'équivalence (par rapport aux lettres x ety). Dans ce cas, la notation x = y (mod R) 
est parfois employée comme synonyme de Rix, y; elle se lit «x est équivalent ày 
modulo R (ou suivant R) ». Si R est une relation d'équivalence, on a 


Rir, yi = (Rix, xf et Riy, y), 
car Rix, yf entraîne Riy, x}, et (Rix, y$ et Riy, x?) entraine (Rix, x? et Riy, y), en 
vertu des définitions. 


Soient Rix, y} une relation, E un terme. On dit que la relation R est réflexive 
dans E (par rapport aux lettres x et y ne figurant pas dans E) si la relation Rix, x$ 
est équivalente à x e E. S'il ny a pas de confusion possible sur E, on dit simple- 
ment, par abus de langage, que R est réflexive. 


On appelle relation d'équivalence dans E une relation d'équivalence réflexive 

dans E. Si Rix, y est une relation d’équivalence dans E, on a 
Rir, yi => (x,y) EE x E), 

donc R admet un graphe (par rapport aux lettres x et y). Réciproquement, 
supposons que la relation d'équivalence R‘x, y{ admette un graphe G ; remarquons 
que la relation Rx, x} est équivalente à la relation (3y)R $x, y$; en effet, elle entraîne 
cette dernière (I, p. 33, schéma S5), et d’autre part, comme Rx, y$ entraîne 
Rix, x}, (4y)Rix, gi entraîne (Iy)Rix, x, donc aussi Rx, x. On voit donc que 
Rix, x} est équivalente à x € pr, G, de sorte que R cst unce relation d'équivalence 


dans pr, G. 


On appelle équivalence dans un ensemble E une correspondance admettant E 
pour ensemble d’arrivée et pour ensemble de départ, et dont le graphe F est tel 
que la relation (x, y) € F soit une relation d'équivalence dans E. 


Exemples 

1) La relation x = y est une relation d’équivalence qui n’admet pas de 
graphe, car la première projection de ce graphe serait l’ensemble de tous les objets. 

2) La relation «x = y et xe E » est une relation d'équivalence dans E dont 
le graphe est la diagonale de E x E. 

3) La relation « il existe une bijection de X sur Y » est une relation d’équiva- 
lence qui n’admet pas de graphe (cf. III, p. 30). 

4) La relation «x e E et y e E » est un relation d'équivalence dans E dont le 
graphe est E x E. 

5) Supposons A € E. La relation 

(xeE — Aety = x) ou (xE A ety eA) 

est une relation d'équivalence dans E. 
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6) * La relation «xe Z ety €e Z et x — y est divisible par 4 » est une relation 
d'équivalence dans Z., 


ProposiTioN 1. — Pour qu'une correspondance I cntre X et X soit une équivalence dans 
X, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: a) X est l’ensemble de 


ki 
définition de T; b) ona T =T; c)onalrorT =T. 
Soient I’ une correspondance entre X et X, et G son graphe. Si F est une 


équivalence dans X, on a (x, x) eG pour tout x e X, donc X est l’ensemble de 
définition de T. La relation (x,y) eG est équivalente à (y, x) eG, donc à 


(x,y) € G, de sorte que G = G, donc l' = T. Les relations (x,y) EeGet(y, z) €G 
entrainent (x, 2) € G, ce qui montre que G o G € G; par ailleurs, la relation 
(x, y) € G entraîne (x, x) € G, donc (x, y) e G o G de sorte que G c Go G; ona 
donc G = G 0 G, ct par suite I = ro F. 

Reciproquement, supposons les conditions a), b), c) vérifiées. La relation 
(x, y) € G est symétrique en vertu de b) en transitive en vertu de c); c’est donc une 


relation d'équivalence, et il résulte de a) que c’est une relation d’équivalence 
dans X. 


2. Classes d'équivalence; ensemble quotient 


Soient f une fonction, E son ensemble de définition, F son graphe. La relation 
«xEE etyeE et f(x) = f(y)» est une relation d'équivalence dans E; nous 
dirons que cette relation est la relation d'équivalence associée à f. Elle est équiva- 
lente à la relation (3z)((x, z) € F et (y, z) € F), c’est-à-dire à 
Ga 2) €F et (2,9) € F); 

son graphe est donc Fa 

Nous allons maintenant montrer que toute relation d'équivalence R dans un 
ensemble E est du type précédent. Soit en effet G le graphe de R. Pour tout 
x € E, l’ensemble (non vide) G(x) © E s'appelle la classe d'équivalence de x suivant 
R: c’est donc Pensemble des y € E tels que Rix, yi; tout ensemble qui peut se 
mettre sous la forme G(x) pour un xe E est appelé une classe d'équivalence 
(suivant R). Un élément d’une classe d'équivalence est encore appelé un repré- 
sentant de cette classe. L’ensemble des classes d'équivalence suivant R (c’est-à-dire 
l’ensemble des objets de la forme G(x), pour x e E) s'appelle l’ensemble quotient de 
E par R et se désigne par E/R ; l'application x > G(x) (x € E) dont l’ensemble de 
définition est E et l’ensemble d’arrivée E/R, s'appelle Papplication canonique de E 
sur E/R. On a alors le critère suivant: 


C55. Soient R une relation d'équivalence dans un ensemble E, et p l'application 
canonique de E sur E/R. On a 


Rix, yi = (p(x) = PN). 
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En effet (avec les notations précédentes), soient x et y des éléments de E tels 
que (x, y) eG. On a d’abord x € E ety e E; montrons que G(x) = G(y). Puisque 
y € G(x), on a (Il, p. 41, prop. 1) G(y) = (Go G)(x) = G(x). Par ailleurs, on a 
aussi (9,x)eG, d'où G(x) € G(y) et par suite G(x) = G(y), c’est-à-dire 
plx) = ply). Réciproquement, si G(x) = G(y), on a yeG(y) = G(x), d’où 
(x, y) € G, ce qui démontre le critère. 


Une section associée à l’application canonique p de E sur E/R (IL, p. 18, 
def. 11) s'appelle plus brièvement une section de E (pour la relation R). 


Exemples 

1) Soit R la relation d'équivalence «xE E et y €E et x = y» dans un en- 
semble E; la classe d'équivalence de x € E est alors l’ensemble {x}, et l'application 
canonique x > {x} de E sur E/R est bijective. 

2) Soient E et F deux ensembles tels que F # 2, et R la relation d’équiva- 
lence dans E x F associée à application pr, de E x F sur E. Les classes d’équiva- 
lence pour R sont les ensembles de la forme {x} x F, où x € E; l'application 
x> {x} x F est une bijection de E sur (E x F)/R. 


Soit R une relation d'équivalence dans un ensemble E. L'ensemble quotient 
E/R est une partie de ®(E), et l’application identique de E/R est une partition de 
E (II, p. 29); en effet, si G est le graphe de R, et si deux classes d’équivalences 
G(x) et G{y) ont un élément commun z, on a Rix, z et Riz, y$, donc Rix, y$, et 
par suite G(x) = G(y). En outre la relation 


(IX)XeE/RetxeXctyeX) 
est équivalente à Rix, y$. 

Réciproquement, soit (X,),er une partition d’un ensemble E en ensembles 
non vides; on vérifie aussitôt que la relation (H){Leletxe X, et y € X,) est une 
relation d'équivalence R dans E; les classes d'équivalence suivant R ne sont 
autres que les ensembles X, de la partition, et l’application ı > X, est une bijection 
de I sur E/R. Toute partie S de E telle que, pour tout : € I, l’ensemble S N X, soit 
réduit à un élément, s’appelle un système de représentants des classes d’équivalence 
suivant R. On désigne aussi sous ce nom toute injection d’un ensemble K dans E, 
telle que l’image de K par cette injection soit un système de représentants des 


classes d'équivalence suivant R; il en est ainsi, en particulier, de toute section de 
E pour la relation R. 


3, Relations compatibles avec une relation d’équivalence 


Soient Rix, x’! une relation d'équivalence, et Pix! une relation. On dit que Pix 
est compatible avec la relation d'équivalence Rix, x’! (par rapport à x) si, y désignantune 
lettre qui ne figure ni dans P, ni dans R, on a 


(Pixf et Réx, y) = Piyi. 
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Par exemple, il résulte de C43 (1, p. 39) que n’importe quelle relation Pix} es: 
compatible avec la relation d’&quivalence x = x’. 

C56. Soient Rix, x'} une relation d’equivalence dans un ensemble E, Pix} une relation 
où ne figure pas la lettre x’, compatible (par rapport à x) avec la relation d’equivalence 
Rix, x'$; alors, si t ne figure pas dans Pix}, la relation «te EJR et (Ix)(xetet Pix) » 
est équivalente à la relation «te EJR et (Yr)((xet) = Pix‘) ». 

En effet, soit że E/R. S'il existe un a € t tel que Pia}, alors, pour tout x ef, on a 
Ria, x}, donc Pix‘. Donc (Ix)(xet et Pixi) entraîne (Vx)((xet) > Pi). La 
réciproque est évidente, puisque t e E/R implique t # ©. 


On dit que la relation 
te EJR et (3x) (x e t et Pix) 


est la relation deduite de Pix! par passage au quotient (par rapport à x) pour la relation 

R. Si on désigne cette relation par P'f#é, et si f est l'application canonique de E 

sur E/R, la relation (y € E et P$ f{y)}) (où y ne figure pas dans P$x$) est équivalente 
à (y € E et Piyi) comme on le vérifie aussitôt. 


4, Parties saturées 


Soient Rx, yf une relation d'équivalence dans un ensemble E, et A une partie de 
E. On dit que A est saturée pour R si la relation x € A est compatible (par rapport 
à x) avec Rix, y$; il revient au même de dire que, pour tout x € A, la classe d’equiva- 
lence de x est contenue dans À. En d’autres termes, pour qu’un ensemble soit saturé 
pour R, il faut et il suffit qu’il soit réunion d’un ensemble de classes d'équivalence 
suivant R. 

Soit f l'application canonique de E sur E/R; si A est saturé pour R, la classe 


d'équivalence de tout élément x € A, qui n’est autre que F4 f{x}}), est contenue 
dans A, donc on a fc F<AD) € A; comme par ailleurs A fe J<A)), on a 
A= FX JAX). Réciproquement, si A = K f<A)), alors pour tout xe A la 
classe d'équivalence K = f(x) de x pour R est un élément de KA), et comme 
K = FAR), on a K cF JKA» = A. On voit donc que les parties de E 
saturées pour R sont les parties A de E telles que A = J J<AD). On peut dire 
aussi que ce sont les parties de E de la forme f <B>, où B c E/R; en effet, la rela- 
tion A = f <B) entraine B = KAX, d’où A = F KAX. 

Si (X,)er est une famille de parties saturées Si E, les ensembles \) X, et 


tel 


A X, sont saturés (II, p. 25, DIOR: 3 et 4). = A= =f CB) est une partie saturée de 


E, il en est de même de 1, A = = KEJRS -B> (II, p. 27, prop. 6). | 
Soit maintenant À une partie quelconque de E. L’ensemble T AD) 
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contient À et est saturé. Reciproquement, si une partie saturée À’ de E contient 
=! -1 
A, on a KA’) > KA), doù A' = f< KA) = fl KA). On peut donc dire 


que FRAY est « la plus petite » partie saturée de E contenant A (cf. III, p. 8); 
cet ensemble est appelé le saturé de A pour la relation R; il est immédiat que c’est 
la réunion des classes d'équivalence des éléments de A. Si (X,), <r est une famille 
de parties de E, A, le saturé de X, pour R, alors le saturé de |) X, est JA, (H, 
p. 25, prop. 3). re vet 


5. Applications compatibles avec des relations d'équivalence 


Soient R une relation d’equivalence dans un ensemble E, et f une fonction 
dont l’ensemble de définition est E. On dit que f est compatible avec la relation 
R si la relation y = f(x) est compatible (par rapport à x) avec la relation 
Rix, x'i. 

Il revient au même, comme on le voit aussitôt, de dire que la restriction de f à 
toute classe d'équivalence est une application constante; on dit encore dans ce cas 
que fest constante sur toute classe d'équivalence suivant R. Sig est l'application canonique 
de E sur E/R, cela signifie aussi que la relation g(x) = g(x’) entraîne f(x) = f(x’); 
par suite (II, p. 20, prop. 9), on a le critère suivant: 

C57. Soient R une relation d'équivalence dans un ensemble E, et g l'application 
canonique de E sur E/R. Pour qu’une application f de E dans F soit compatible avec R, il 

faut et il suffit que f puisse se mettre sous la forme h + g, h étant une application de EJR dans 
F. L'application h est uniquement déterminée par f; si s est une section associée à g, on a 


h= fes. 
On dit que h est l'application déduite de f par passage au quotient suivant R. 


Soit fs une application d’un ensemble E dans un ensemble F, et soit 
A = KE) € F. Soit R la relation d'équivalence associée à f (Il, p. 41); il est 
clair que f est compatible avec R. En outre, l’application 4 déduite de f par 
passage au quotient est une application injective de E/R dans F; en effet, si tet?’ 
sont des classes d'équivalence suivant R, telles que A(t) = A(t’), ona f(x) = f(x’) 
pour x e tet x’ € t', ce qui entraîne { = t’ par définition de R. Soit k application 
de E/R sur A déduite de par passage aux sous-ensembles E/R et A; k est donc 
bijective, Si j est l'injection canonique de A dans F et g l’application canonique de 
E sur E/R, on peut écrire f = jo ko g; cette relation est appelée décomposition 
canonique de f. | 


Soient f une application d’un ensemble E dans un ensemble F, R une relation 
d'équivalence dans E, S une relation d'équivalence dans F. Soient u l'application 
canonique de E sur E/R, v application canonique de F sur F/S. On dit que f est 
compatible avec les relations d'équivalence R et S si vo f est compatible avec R; cela 
signifie que la relation x = x’ (mod R) entraine f(x) = f(x’) (mod. S). L’applica- 
tion Å de E/R dans F/S déduite de vo f par passage au quotient suivant R 
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s'appelle alors l'application deduite de f par passage aux quotients suivant R et S; elle es: 
caractérisée par la relation v o f = hou (fig. 3). 


E F 
1 | 
RSS PIS 


h 


f 
——— 


Fig. 3 


6. Image réciproque d’une relation d’équivalence; relation d’équivalence induite 


Soient p une application d’un ensemble E dans un ensemble F, et S une relation 
d'équivalence dans F. Si u est l’application canonique de F sur F/S, la relation 
d'équivalence associée à l’application u + ọ de E dans F/S s'appelle l’image réciproque 
de S par w; si R est cette relation, Rx, yf est équivalente à Sip(x), p(y)}; les 
classes d'équivalence suivant R sont les images réciproques par des classes 
d'équivalence suivant S qui rencontrent XE). 

En particulier, considérons une relation d'équivalence R dans un ensemble E, 
et soit À une partie de E; l’image réciproque de R par l'injection j de A dans E 
s'appelle la relation d'équivalence induite par R-dans A, et se note Ra. 

Les classes d'équivalence suivant R, sont les traces sur A des classes d’équiva- 
lence suivant R qui rencontrent A. L’injection j est évidemment compatible avec 
les relations R; et R; application A de A/R, dans E/R déduite de 7 par passage 
aux quotients suivant R, et R est une application injective de A/R, dans E/R: 
en effet, si f est l'application canonique de E sur E/R, g celle de A sur A/R,, la 
relation A(g(x)) = h(g(x’)), pour x € A et x’ € A, équivaut à f(x) = f(x’), donc à 
glx) = g(x'). L'image AÇA/R,> est égale à f{A); si k est l'application bijective 
de A/R, sur KA) deduite de 4 par passage aux sous-ensembles A/R, et KA), 
k et son application réciproque sont dites canoniques. 


7. Quotients de relations d'équivalence 


Soient R et S deux relations d'équivalence, par rapport à deux lettres x, y. Nous 
dirons que S est plus fine que R (ou que R est moins fine que S) si la relation S + R 
est vraie. Si R et S sont des relations d'équivalence dans un même ensemble E, dire 
que S est plus fine que R signifie que le graphe de S est contenu dans celui de R, 
ou encore que toute classe d'équivalence suivant S est contenue dans une classe 
d'équivalence suivant R; il revient au même de dire que toute classe d’équivalence 
suivant R est saturée pour S. 


Exemples. — 1) La relation «xe F ety E&E etx = y» est plus fine que toute relation 
d'équivalence dans E; la relation «xe E et ye E » est moins fine que toute relation 
d'équivalence dans E. 
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2) * La relation d'équivalence «xeZetyeZetx— y est divisible par 4» est 
plus fine que la relation d'équivalence «x € Z et y € Z et x — y est divisible par 2 >»., 


Soient R et S deux relations d’équivalence dans un même ensemble E, 
telles que S soit plus fine que R. Soient fet g les applications canoniques de E sur 
E/R et de E sur E/S. La fonction f est compatible avec S; soit k la fonction 
deduite de f par passage au quotient suivant S; c’est une application de E/S sur 
E/R. La relation d’équivalence associée à h dans E/S s’appelle le quotient de R par 
S et se désigne par R/S; la relation x = y (mod. R) est équivalente à 
g(x) = g(y) (mod. R/S); les classes d'équivalence suivant R/S sont les images par 
g des classes d’equivalence suivant R. Soit À = j o ha > h, la décomposition cano- 
nique (II, p. 44) de l’application h; h, est donc l’application canonique de E/S sur 
(E/S)/{R/S), j est l'application identique de E/R, et A, est une application bijec- 
tive de (E/S)/(R/S) sur E/R. L’application A, et son application réciproque sont 
dites canoniques. 


Considérons inversement une relation d’équivalence quelconque T dans 
l’ensemble E/S, et soit R la relation d’équivalence dans E, image réciproque par 
g de la relation T (II, p. 45); comme la relation x = y (mod. R) est équivalente 
à g(x) = g(y) (mod. T), on voit que T est équivalente à R/S. 


8. Produit de deux relations d’equivalence 


Soient Rx, yi et R’ix’, y’; deux relations d’equivalence. Designons par Sju, vf la 
relation 


(x) (3y) Gx) Gy’) (u = (x, x') etv = (y, y’) et Ri, yf et R'{x', y'$); 


on vérifie aisément que Si, vý est une relation d'équivalence, que l’on appelle 
produit de R et R’ et qu’on désigne par R x R’. Supposons que R soit une relation 
d'équivalence dans un ensemble E, et R’ une relation d’équivalence dans un en- 
semble E’. La relation Siu, uf est alors équivalente à 


(ax) (3x') (u = (x, x’) et Rix, xi et R'ix", x$) 


c'est-à-dire à (Ax)(Ax')(u = (x,x')etxeE et x' eE’), doncàueE x F’; il en 
résulte que R x R’ est une relation d'équivalence dans E x E’. Siu = (x, x’) est 
un élément de E x E’, la relation Sfu, v{ est équivalente à 


(7) (3y) = (y, y") et Rix, yf et R'ix”, y'i); 


si G et G’ sont les graphes de R et R’, cette relation est encore équivalente à 
ve G(x) x G'(x'). Toute classe d'équivalence suivant R x R’ est donc le produit d’une 
classe d'équivalence suivant R et d’une classe d'équivalence suivant R', et réciproquement. 
Soient f et f’ les applications canoniques de E sur E/R et de E’ sur E’/R’, et 
soit f x f’ Pextension canonique de f et f’ aux ensembles produits (II, p. 21); 
on a donc (f x f')(x, x”) = (f(x) fJ (x)) pour (x, x) eE x E’. L'image 
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réciproque par f x f' d’une élément (u, u‘) de (E/R) x (E’/R’) n’est autre que 
le produit u x u” de la classe d'équivalence u suivant R et de la classe d’équiva- 
lence u’ suivant R’; il en résulte que la relation d’équivalence associée af x f’ 
est équivalente à R x R’. L'application f x f’ peut donc se mettre sous la forme 
lo g, où g est l'application canonique de E x E’ sur (Ex E)/{R x R’) et où 
h est une application bijective de (E x E’}/(R x R’) sur (E/R) x (E’/R’); cette 
application et son application réciproque sont dites canoniques. 
Remarque. — Soit Pix, x} une relation où ne figurent pas les lettres y et y’; on dit que 
P est compatible avec les relations d'équivalence Rix, yi et R'ix’, y’! (par rapport à x et 
a’) si la relation (Pix, x$ et Rix, y$ et R'{x’, y$) entraîne Piy, y$. Soit Qu} la relation 
(ax) (Ix) (u = (x, x’) et Pix, x$); il revient au même de dire que Qu est compatible 
(par rapport à u) avec la relation d'équivalence Siu, v$, produit de R et de R’. 


9. Classes d'objets équivalents 


Soit Rix, y} une relation d’équivalence ne possédant pas nécessairement de graphe. 
Il cst immédiat que si x, x’, y sont trois lettres distinctes, la relation Ri, x’; 
entraîne Rix, yf <> Rx’, yf, donc aussi la relation (Yy) (Rix, y$ > Rix’, y$). Compte 
tenu du schéma S7 (I, p. 38) on voit que, si on pose Oix} = t,(Rix, y$), la relation 
Rix, x’; implique fx = 6fx’f. Notons d’autre part que, par definition, Rix, Gfx{i 
n’est autre que la relation (3y)R%x, y$, donc (II, p. 40) est équivalente à Rix, x}. 
On en conclut que la relation (Rix, x et Rix’, x'f et Ofsi = Bfx’}) est équivalente 
à Rix, x’; en effet, elle entraine, par S6 (I, p. 38) la relation 


(Rix, af et Rx”, x'f et Ri’, Oli > Ri’, Ofx'if), 


donc aussi (Rix, Ofxif et Rix’, 6fxff) et finalement Rix, x'{ par transitivité et symétrie; 
comme on sait d'autre part que Rix,x’; entraîne (Rx, x} et R%’,x’}), notre 
assertion est démontrée. On dit que le terme Ofxi est la classe d’objets équivalents à x 
(pour la relation R). 


Supposons maintenant que T soit un terme ne contenant pas x, tel que la 
relation 


(1) (W) (Riy, yi > (Gx) (xe T et Rx, y})) 


soit vraie. Alors, la relation (Ix)(Rix, xf et z = Gfxi) est collectivisante en z. On peut 
en effet supposer que x e T implique Rx, x}; il suffit de remplacer T par Pen- 
semble des x e T tels que Rix, xf (en observant que Rix, yf entraîne Rx, x$). Soit 
alors © l’ensemble des objets de la forme 0%} pour x e T (II, p. 6). Supposons 
que Riy,y$ soit vraie; alors il existe xe T tel que l’on ait Rix, yf, donc diy! = 
Bix} e ©. On dit que © est l’ensemble des classes d’objets équivalents suivant R, et pour 
tout x tel que Rix, x}, Oix} est l'unique élément ze © tel que l’on ait Rx, z$. 

Sous les mêmes hypothèses, soit Afxf un terme tel que Rix, y} entraîne Alt = Ajyi. 


Alors la relation (Ix)(Rix, xf et z = Afxi) est aussi collectivisante en z, car Rix, x$, 
etant équivalente à Rix, ix} }, entraîne Afxi = Af6fxif, et par suite, si E est l’ensemble 
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des objets de la forme Alt} pour te ©, Rix, x! entraîne Ale E. Si fest la fonction 
tr Afti (te ©, Aftfe E), on voit donc que la relation Rx, x! entraîne Atxi = f(Bixi). 

En particulier, si R est une relation d'équivalence dans un ensemble F, on peut 
prendre pour Afxi la classe d'équivalence de x suivant R (II, p. 41), et la fonction f est 
alors une bijection de © sur l’ensemble quotient F/R, ce qui justifie la terminologie 
introduite. 


* Exemple. — Soit Rix, y} la relation d'équivalence « x et y sont deux espaces vectoriels 
de même dimension finie sur C », qui n’admet pas de graphe. Elle vérifie la condition 
(1) en prenant pour T l’ensemble des sous-espaces vectoriels de ON, ou le sous- 
ensemble T’ de T formé des C” (ne N), où on convient que CP? est réduit au point 0 
de CN, et C* pourn > 0 est la somme des n premiers composants de la somme directe 
CN. 


Exercices 


SI 

1) Montrer que la relation 

(x = y) = (YX) (Ww E X) — (y € X;) 
est un théorème. 
2) Montrer que & # {x} est un théorème; en déduire qu'il en est de même de (3x) (Jy) (x # y. 
3) Soient A et B deux parties d’un ensemble X. Montrer que la relation B € [A est équiva- 
lente aA € GB, et que la relation B € A est équivalente à (A € B. 
4) Demontrer que la relation X € {x} est équivalente à «X = {x} où X = gø». 
5) Démontrer que l’on a 8 = ty(r,(x E X) ¢ X). 


6; Soit Z une théorie égalitaire dans laquelle figure le signe €, et qui comporte l’axiome 
suivant: 


AU (Vy)(y = Ta( (YZ) {2 Ex + z€y))) 


(autrement dit: « tout terme est égal à l’ensemble de ses éléments »). Montrer que l’axiome 
d’extensionalité Al est un théorème de F. 


$ 2 
1) Soient Rix, y} une relation, les lettres x et y étant distinctes; soit 3 une lettre distincte de 
x et de y et ne figurant pas dans Rix, y. Montrer que la relation (3x) (3y) Rix, yi est équiva- 
lente à 
(32)(2 est un couple et Ripr; 3, pre z$) 
et que la relation (Ya) (Yy) Rix, yi est équivalente à 
(Vz)((z est un couple) => Ripri z. pre z$). 


$ 3 
1) Montrer que les relations x € y, x € y, x = {y} n’admettent pas de graphe par rapport à 
x ety. 


-1 

2) Soit G un graphe. Montrer que la relation X € pr, G est équivalente à X € G<G< X>.. 

3) Soient G et H deux graphes. Moutrer que la relation pr, H € pr; G est équivalente a 
1 -1 

H € Ho Go G; en déduire que Pona G € GoGeG. 


=1 
4) Si G est un graphe, montrer que & o G = Ge ø = g. Pour que Go G = ø, il faut ct 
il suffit que G = g. 


5) Soient A et B deux ensembles, G un graphe. Montrer que Pon a (A x B)o G = 
GA) x Bet Go (A x B) = À x GÇB). 
6) Pour tout graphe G, soit G’ le graphe ((prı G) x (pr: G)) — G. Montrer que l’on a 
GY = (Gt et 

Go (Gy cAn (G'eGcA, 


> 
m 
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s A D pr, Get B > pre G. Pour que l’on ait G = (pri G) x (pro G), il faut et il suffit que 
tes. 

Pour qu’un graphe G soit fonctionnel, il faut et il suflit que, pour tout ensemble X, on ait 
GEXD cX. 


3 Soient À et B deux ensembles, IT une correspondance entre A et B, 1” une correspondance 
entre B et A. Montrer que, si I”(1'(x)) = fx} pour tout xe A et T (I (y)) = {y} pour tout 
. € B, l'est une bijection de A sur B, et I” la bijection réciproque. 


4 


Soient A, B, C, D des ensembles, f une application de A dans B, g une application de B 
dans C, 4 une application de G dans D. Montrer que, si gof et ho g sont des bijections, 
~. g, h sont toutes trois des bijections. 


Io Soient A, B, C trois ensembles, f une application de A dans B, g une application de B 
dans C, À une application de C dans A. Montrer que si, parmi les applications hogof, 
a3 foh, feheg, deux sont des surjections et la troisième une injection, ou deux sont des 
injections et la troisième une surjection, alors f, g, h sont des bijections. 


* 11) Déceler l’erreur dans le raisonnement suivant: soit N l’ensemble des entiers naturels, 
A l’ensemble des entiers n > 2 pour lesquels il existe trois entiers x, y, z strictement positifs 
et tels que a” + y” = z”. L'ensemble A n’est pas vide (autrement dit, le « grand théorème de 
Fermat » est faux). En cffet, soit B = {A} et C = {N}; comme B et C sont des ensembles à un 
seul élément, il existe une bijection f de B sur C. On a f(A) = N: si A était vide, on aurait 
N = /f{8) = ø, ce qui est absurde 4. 


$4 


Soit G un graphe. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes: 

2 G est un graphe fonctionnel; 
-1 -1 -1 
t quels que soient les ensembles X, Y, G(X A Y) = 


-1 -1 
la relation XO Y = g entraîne G(X) O G(Y) = œ. 


| 
Q 
2 
D 
Q 
2 


< Soit G un graphe. Montrer que, pour tout ensemble X, on a 
G(X) = prz(GN (X x pre G) = GX N pri Gi. 
> Soient X, Y, Y’, Z quatre ensembles. Montrer que si YO Y = č, on a 


(Y x Z)o (X x Y)= gets YAY # g,ona(Y’ x Zjo(X x Y)=X x Z. 


Pr 


Soit (Gihier une famille de graphes. Montrer que, pour tout ensemble X, on a 
a GKO = U GX», et pour tout objet x, (Q GID = Q G,<{x}>. Donner un 
exemple de deux graphes G, H et d’un ensemble X tels que (GN HJ/X> # G<X> N HCX). 
Soient (G he1 une famille de graphes, H un graphe. Montrer que l'on a 


(U G) H = U) (Go H) et Heo(U G) = U (He G.. 
tel tel LEI tel 
5 Pour qu’un graphe G soit fonctionnel, il faut et il suffit que, pour tout couple de graphes 
H. H’, on ait 
(HNH)>sG = (HeG)Nn{H eG). 


Soient G, H, K trois graphes. Démontrer la relation 


HoG)nke(Hn(KeG)o(GNn(HoK)). 


2 


3: Soient JH = (X heret S = (Ykikex deux recouvrements d’un ensemble E. 
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a) Montrer que si S est une partition de E et si R est un recouvrement plus fin que ©, alors, 
pour tout K € K, il existe re I tel que X, € Y,. 

b) Donner un exemple de deux recouvrements Ñ, S tels que soit plus fin que S, mais où 
la propriété énoncée dans a) est en défaut. 

c) Donner un exemple de deux partitions R, € de E telles que, pour tout K € K, il existe 
teI tel que X, € Y,, mais telles que Si ne soit pas plus fine que ©. 


$5 
1j Montrer que si X, Y sont deux ensembles tels que P(X) € P(Y), ona X € Y. 
2) Soient E un ensemble, f une application de P(E) dans lui-même, telle que la relation 
X = Y entraine f(X) € f{Y). Soit V Pintersection des ensembles Z € E tels que f(Z) € Z, 


et soit W la réunion des ensembles Z € E tels que Z € f(Z). Montrer que f{V) = V et 
JON) = W, et que pour tout ensemble Z € E tel que f(Z) = Z, ona Vec Ze VW. 


3) Soit (X,) er une famille d'ensembles. Montrer que si (Y,),er est une famille d’ensembles 
-1 
telle que Y, € X, pour tout ¿e I, ona II Y= N pri (Xi). 
tel 


4) Soient A et B deux ensembles. Pour toute partie G de A x B soil G le graphe de l'appli- 
cation x» > G<{x}> de A dans P(B). Montrer que l'application G > G est une bijection de 
P(A x B) sur (R(B))R. 
* 5) Soit (Xihicien une famille finie d’ensembles. Pour toute partie H de l'ensemble 
d’indices (1, n}, soit Py = Y X; et Qu = Q X;. Soit %x l’ensemble des parties de (1, n) 
ayant k éléments; montrer que l’on a: 
> AN À 1 \ 

a Qa > nha, Pa si k< 4n +1) 

et 


U Que N Py si Kain De: 


He x He dx 


$ 6 
1) Pour qu’un graphe G soit le graphe d’une équivalence dans un ensemble E, il faut et il 


-1 
suffit que l’on ait pr; G = pr G = E, G o Go G = Get Ag € G (Agétantla diagonaledeE x E). 


-1 -1 -1 
2) Si G est un graphe tel que G o G o G = G, montrer que G o G et G © G sont des graphes 
d’equivalences dans prıG et pr,G respectivement. 


3) Soient E un ensemble, A une partie de E, R la relation d’équivalence associée à l’applica- 
tion X=> XANA de P(E) dans P(E). Montrer qu’il existe une bijection canonique de 
$ (A) sur l’ensemble quotient B(E)/ 


4) Soit G le graphe d’une équivalence dans un ensemble E. Montrer que, si À est un graphe 
tel que A € G et pri À = E (resp. pr À = E), on a Ge A = G (resp. A o G = G); en 
outre, si Best un graphe quelconque, on a (G N B) e A = G O (Bo A) (resp. Ac (GnB)= 
GN(AcB)). 


5) Montrer que toute intersection de graphes d'équivalence dans un ensemble E est le 
graphe d’une équivalence dans E. Donner un exemple de deux équivalences dans E telles 
que la réunion de leurs graphes ne soit pas le graphe d’une équivalence dans E. 


6) Soient G et H les graphes de deux équivalences dans un ensemble E. Pour que G o H soit 
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le graphe d'une équivalence dans E, il faut et il suffit que Go H = H o G; le graphe G o H 
est alors l’intersection de tous les graphes d’équivalences dans E qui contiennent G et H. 


7) Soient E et F deux ensembles, R une relation d'équivalence dans F, f une application de 
E dans F. Si S est la relation d’équivalence image réciproque de R par f, et A = KE», 
définir une bijection canonique de E/S sur A/R. 


8° Soient F, G deux ensembles, R une relation d'équivalence dans F, p l'application cano- 
nique de F sur F/R, f une surjection de G sur F/R. Montrer qu’il existe un ensemble E, une 
surjection g de E sur F, et une surjection h de E sur G, tels que l’on ait pog = foh. 


9. a) Si Rix, gi est une relation quelconque, « Rix, gi et Riy, x » est une relation symétrique. 
A quelle condition est-elle réflexive dans un ensemble E? 
* b) Soit Rix, y} une relation symétrique et réflexive dans un ensemble E admettant un 
graphe contenu dans E x E. Soit Six, y} la relation «il existe un entier n > 0 et une suite 
X:ocıcn d'éléments de E telle que x, = x, x, = y ct, pour tout indice à tel que 0 < i < n, 
Riva aia» Montrer que Six, y est une relation d'équivalence dans E, et que son graphe est 
le plus petit des graphes d'équivalence dans E contenant le graphe de R. Les classes d’equiva- 
lence suivant S sont appelées les composantes connexes de E pour la relation R. 
© Soit 4 l’ensemble des parties A de E telles que, pour tout couple d’éléments (y, z) tels que 
eA. ZEE = A, on ait «non Rty, =». Pour tout x € F, montrer que l'intersection des en- 
sembles À € 7% tels que x € A est la composante connexe de x pour la relation R. 4 


10, a) Soit Rix, yj une relation symétrique et réflexive dans un ensemble E. On dit que R est 
intransitive d’ordre 1 si, pour quatre éléments distincts x, y, z, t de E, les relations Rix, y}, 
Rix, zi, Ris, ti, Riy, zi et Riy, tį entrainent Riz, ff. On dit qu’une partie A de E est stable 
pour la relation R si, quels que soient x et y dans A, on a Rix, y$. Si a et b sont deux éléments 
distincts de E, tels que Ria, b, montrer que l’ensemble C(a, b) des xe E tels que Ra, x} et 
R 5, a} est stable, et que pour tout couple d’éléments distincts x, y de C(a, b), on a C(x, y) = 
C'a, b). On appelle constituants de E pour la relation R les ensembles C{a, b) (pour tout 
couple (a, b) tel que Ria, b$), et les composantes connexes (exerc. 9) pour R réduites à un seul 
element. Montrer que l'intersection de deux constituants distincts de E ne peut avoir plus 
d'un élément, et que, pour trois constituants A, B, C distincts deux à deux, l’un au moins 
des ensembles A A B, BNC, CA A est vide ou les trois ensembles sont identiques. 

b Reciproquement, soit (K;),e1 un recouvrement d’un ensemble E, formé de parties non 
vides de E, et ayant les propriétés suivantes: 1° pour deux indices distincts à, u, X, O X, aau 
plus un élément; 2° pour trois indices distincts, A, u, v, un au moins des trois ensembles 
NX, O Xa KNX,, X, O X, est vide ou ces trois ensembles sont identiques. Soit Rix, y! la 
relation «il existe à € L tel que x e X, et y e X, »; montrer que R est une relation réflexive 
dans E, symétrique et intransitive d’ordre 1, et que les X, sont les constituants de E pour R. 
© * On dit de même qu’une relation Rix, y$, symétrique et réflexive dans E, est intransitive 
d'ordre n — 3 si, pour toute famille (x), <;<, d'éléments distincts de E, les relations Rix, x; 
pour tout couple (i, j) # (n — 1,n) entraînent Rix, -1, x,f. Généraliser les propriétés a) 
et b) aux relations intransitives d’ordre quelconque. Montrer qu’une relation intransitive 
d'ordre p est aussi intransitive d'ordre g pour tout q > P.% 


CHAPITRE HI 


Ensembles ordonnés, 
cardinaux, nombres entiers 


$1. RELATIONS D'ORDRE. ENSEMBLES ORDONNES 


1. Definition d’une relation d’ordre 


Soit Rix, y une relation, x ct y étant des lettres distinctes. On dit que R est une 
relation d’ordre par rapport aux lettres x et y (ou entre x et y) si les relations 


(Rix, y$ et Riy, zi) = Rix, zi 
(Rix, yf et Riy, al) = (x = y) 
Rix, y > (Rix, x$ et Riy, y$) 


sont vraies. La première exprime que la relation R est transitive par rapport aux 
lettres x et y (II, p. 40). 


Exemples 

1) La relation d'égalité x = y est une relation d’ordre. 

2) La relation X € Y est une relation d’ordre entre X et Y (II, p. 2, prop. 1 
et 2 et axiome Al), que l’on appelle souvent relation d'inclusion, ou relation €. 

3) Soit Rix,y{ une relation d’ordre entre x et y. La relation Riy, x} est une 
relation d’ordre entre x et y, appelée relation d'ordre opposée à Rix, y$. 


On appelle relation d'ordre dans un ensemble E une relation d'ordre Rix, y par 
rapport à deux lettres distinctes x, y (ne figurant pas dans le terme E de la théorie 
où l’on s’est placé) telle que la relation Rix, x$ soit équivalente à x € E (autrement 
dit, telle que Rix, yf soit réflexive dans E (II, p. 40)). Alors la relation Rix, y 
implique «xeE et yeE» et la relation (Rix, yi et Riy, x!) est équivalente à 
«xeEetyeEetx = y. 

Exemples. — 1) La relation d’égalité et la relation d’inclusion ne sont pas des relations 


d'ordre dans un ensemble, car les relations x = xet X € X ne sont pas collectivisantes 


(II, p. 6). 
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2) Soient Rx, ÿ{ une relation d'ordre entre x et y, et E un ensemble tel que x€ E 
entraine Rix, x} (on notera que l’ensemble vide satisfait à cette condition). La relation 
« Rix, yj et xe Letye E » est alors une relation d’ordre dans E, comme on le vérifie 
aussitôt; on dit que c’est la relation d’ordre induite par Rx, y dans E (cf. III, p. 5). 
Par abus de langage, on dira souvent « la relation Six, y} est une relation d’ordre entre 
éléments de E » au lieu de dire « la relation (Six, y} et xe E et y € E) est une relation 
d'ordre dans E ». Par exemple, étant donné un ensemble A, la rclation «X € Y et 
X = Aet Yc A» est une relation d'ordre entre parties de A. 

3) Soient E et F des ensembles. La relation « g prolonge f» est une relation d’ordre 
(entre f et g) dans l’ensemble des applications de parties de E dans F. 

4) Dans l’ensemble R(P(E)) des ensembles de parties d’un ensemble E, soit Z 
l’ensemble des partitions de E (11, p. 29). Rappelons qu’une partition w est dite 
moins fine qu’une partition ©’ si, quel que soit Y € w’, il existe X e€ w tel que Y € X 
(II, p. 27). Pour toute partition w € #, soit © le graphe de l’équivalence définie par 
w dans E (II, p. 42), c’est-à-dire la réunion des ensembles (mutuellement disjoints) 
A x A, où À parcourt w. La relation «w est moins fine que w’ » est équivalente à 
w > 8, comme on le voit immédiatement; c’est donc une relation d’ordre dans 
l’ensemble 2, entre w et o. 


On appelle ordre sur un ensemble E une correspondance l = (G, E, E) ayant 
E comme ensemble de départ et ensemble d’arrivee et telle que la relation 
‘x, y) € G soit une relation d’ordre dans E. Par abus de langage, on dira parfois 
que le graphe G de T est un ordre sur E. Si Rix, y$ est une relation d’ordre dans E, 
elle admet un graphe, qui est un ordre sur E. 


PROPOSITION 1. —- Pour qu'une correspondance T entre E et E soit un ordre sur E, il faut 
et il suffit que son graphe G satisfasse aux conditions suivantes : 


a) 
b) 


OnaG:G=G. 
L'ensemble GN G est la diagonale A de E x E. 


En effet, la relation ((x,y)eG et (y, z) e G) = ((x, z) e G) s'écrit aussi 


GoG 


€ G, et la relation 


((x,y) EG et (y, x) eG) (x = ycetxeEetyeE) 


-1 -1 
s'écrit G N G = À. De G AG = A, on déduit alors A € G; d’où 


G=A.:GcGoG, 


ce qui, compte tenu de G o G € G, entraine Ge G = G. 


2. Relations de préordre 


Soit Rix, y! une relation, x et y étant des lettres distinctes. Si R est transitive et si 


l'on a 


Rix, yi = (Rix, x$ et Riy, yi), 


R n’est pas nécessairement une relation d’ordre, car la relation (Rix, y$ et Riy, x$) 
n’entraine pas nécessairement x = y. On dit que Rix, y$ est une relation de préordre 
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entre x et y; Riy, x} est alors une relation de préordre entre x et y, dite opposée à 
Rix, y$. 
Par exemple, soit 7 l’ensemble des parties de P(E) qui sont des recouvrements de 
E (II, p. 27). La relation «WR est moins fin que N° » entre éléments R, R’ de Z (II. 
p. 27) est transitive et réflexive, mais deux recouvrements distincts peuvent être tels 
que chacun soit moins fin que l’autre. Il en est par exemple ainsi lorsque 9 est (dans 
B(E)) réunion de X et d’une partie de E contenue dans un ensemble de R, mais 
n’appartenant pas à Ñ. 

Mais en tout cas la relation (Rix,y} et Riy, x!) est une relation d'équivalence 
Six, y par rapport à x ct y. Soient x’ et y’ des lettres distinctes de x, y et ne figurant 
pas dans R; alors Rx, y$ est compatible (par rapport à x et y) avec les relations 
d'équivalence Six, x$ et Siy, y'#; autrement dit (II, p. 42) la relation (Rx, yf ct 
Six, x$ et Siy, y$) entraine Rix’, y'{. 

On appelle relation de préordre dans un ensemble E une relation de préordre 
Rix,y} telle que la relation Rix, x$ soit équivalente axeE (les lettres x,y ne 
figurant pas dans le terme E); la relation Rix, yf implique alors «xe E ety e E». 

Si Rix, y} est une relation de préordre dans un ensemble E, la relation Six, y; 
définie ci-dessus est une relation d’equivalence dans E. Soit alors RX, Yi la 
relation 


X e E/S et Y e E/S ct (I)(Iy)(xeNXetyeYet Rix, y$) 
c'est-à-dire la relation déduite de R par passage au quotient (par rapport à x ety); 
on a vu (II, p. 43), qu’elle est équivalente à la relation 
X e E/S et Y c E/S et (Yx) (Yy) ((xe X et y e Y) = Rix, y$). 
Montrons que R’X, Yś est une relation d’ordre entre éléments de EJS. En effet, 
la relation (RX, Yś et R’$Y, Z$) est équivalente à 
XeE/SetYeE/SetZeEj/Set 
(Yx) (Yy) (vz) ((xe X etyce Y et ze Z) = (Rís, yf et Riy, zi)) 
(I, p. 37, critères C40 et C41); comme Rx, yf est transitive et que Y e E/S 
entraine Y # ø (II, p. 41), on en déduit aussitôt que R’$X, Y$ est transitive. 
En second lieu, (REX, Y} et R4Y, X$) est équivalente à 
X e E/S et Y e E/S et (Yx) (Vy) ( (xe X cty e Y) = (Rix, y$ et Riy, x$)) 
c'est-à-dire à 
X e E/S ct Ye E/S et (Yx) (Yy) ((xe X ety e Y) = Six, y$) 
donc elle entraîne 
XeEfSet YEEJSet X = Y. 
Par ailleurs, Rix,y; entraîne Rix,x; et Riy, y, d’où résulte que RX, Y; 
entraîne chacune des relations 
X e EJS et (Vx)((xe X) > Rx, x$) 
Y € E/S et (Wy)((y e Y) = Riy, y$) 
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donc R'EX, Y! entraîne (R'EX, X} et R’Y, Yi). Enfin, comme xeE entraîne 
Rix, x}, X e E/S entraîne REX, X$, ce qui achève de démontrer notre assertion. 
On dit que REX, Yf est la relation d’ordre associée à Rx, y$. 


On appelle préordre sur un ensemble E une correspondance F = (G, E, E) 
ayant E comme ensemble de départ et ensemble d’arrivée, et telle que (x, y) eG 
soit une relation de préordre dans E; par abus de langage, on dit parfois que le 
graphe G de T est un préordre sur E. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
l'on aitA € G et G o G € G (ce qui entraîne G o G = G). La relation d’équiva- 
lence S correspondant à la relation de préordre (x, y) eG a alors pour graphe 


RL 
G A^ G; la relation d’ordre associée à (x, y) eG a pour graphe la partie G’ de 
(E/S) x (E/S) qui correspond (II, p. 47) à l’image de G par l’application 
canonique de E x E sur (E x E)/(S x S). 


Exemple. — * Soit A un anneau ayant un élément unité. La relation 
(Iz)(zeA ety = zx) entre deux éléments x et y de A est une relation de préordre 
dans A; elle se lit «x est diviseur à droite de y » ou «y est multiple à gauche de x» 
(cf. A, I, § 8, n° let A, VI, § 1).x 


3. Notations et terminologie 


Les définitions qui vont être données dans le reste de ce paragraphe s'appliquent 
à une relation d’ordre (ou de préordre) quelconque Rx, y$ entre x ct y, mais seront 
surtout utilisées dans le cas où Rix, y est notée x < y *(par analogie avec la rela- 
tion d’ordre usuelle entre entiers ou nombres réels), (ou x € y, ou par un signe 
analogue); aussi les énoncerons-nous uniquement dans la notation x < y, laissant 
au lecteur le soin de les étendre à d’autres cas. Lorsque Rx, yf est notée x < y, on 
considère que y > x est synonyme de x < y, et ces relations se lisent «x est 
inférieur à y», ou «x est plus petit que y », ou «y est supérieur à x», ou «y est plus 
grand que x » (ou parfois «x est au plus égal à y », ou «y est au moins égal à x »). La 
relation x > y est alors la relation de préordre (entre x et y) opposée à x < y. 


Par abus de langage, on parlera souvent de la « relation < » au lieu de « la relation 
x < y»; dans ce cas «la relation > » sera l’opposée de «la relation < ». Observons 
aussi que, dans une même démonstration, on utilisera souvent le même signe < pour 
noter plusieurs relations d’ordre distinctes, lorsqu'il n’en résulte pas de confusion. 


Les conditions pour qu’une relation notée x < y soit une relation d’ordre dans 
un ensemble E s’écrivent: 


(RO;) La relation «x < y ety < z» entraîne x < z. 
(ROm) La relation «x < y ety < x» entraîne x = y. 
(ROm) La relation x < y entraîne «x < x ety < y». 
(ROïy) La relation x < x est équivalente à x € E. 


Si on omet la condition (RO), on obtient les conditions pour que x < y soit 
une relation de préordre dans E. 
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Lorsqu’une relation d’ordre est notée x < y, nous écrirons x < y (ou y > x) 
la relation «x < y et x # y »; ces relations se lisent « x est strictement inférieur à y » 
ou «x est strictement plus petit que y » ou «y est strictement supérieur à x» ou «y est 
strictement plus grand que x». 


L'exemple de la relation d'inclusion montre que la négation de x < y (qu’on note 
parfois x £ y) n’est pas nécessairement équivalente à y < x (cf. III, p. 14). 


C58. Soient < une relation d’ordre, x et y deux lettres distinctes. La relation x < y est 
équivalente à «x < y ou x = y». Chacune des relations «x < y et y < z», «x < y et 
y < z» entraine x < zZ. 

La première assertion résulte du critère 


A => ((A ct (non B)) ou B) 


(I, p. 31, critère C24). Pour démontrer la seconde, on remarque d’abord que 
chacune des hypothèses entraine x < z, d’après la transitivité; d’autre part, la 
relation (x = z et x < y ety < z) entrainerait x = y = z, ce qui est contraire à 
Phypothèse. 


Afin de rendre lexposé plus commode, et de remplacer par des théorèmes 
mathématiques les critères métamathématiques, nous allons le plus souvent nous 
placer dans une théorie 7, comprenant les axiomes et schémas d’axiomes de la 
théorie des ensembles, et en outre deux constantes E et I satisfaisant à l’axiome: 


«T est un ordre sur l’ensemble E » (III, p. 2). 


Nous noterons x < y la relation y € I’Xx), et nous dirons que E est un ensemble 
ordonné par l’ordre F (ou par la relation d'ordre y e F<x>) (IV, p. 5). 
Lorsque, dans 7, F est un préordre sur E, on dit de même que E est un 
ensemble préordonné par le préordre F. 
Dans certains cas (par exemple dans la définition qui suit), les théorics dans les- 


quelles nous nous placerons seront un peu plus compliquées. Nous laisserons au lecteur 
le soin d’expliciter les constantes et les axiomes de ces théories. 


Soient E, E’ deux ensembles ordonnés par les ordres F et 1”. On appelle 
isomorphisme de E sur E’ (pour les ordres I’ et I”) une application bijective f de 
E sur E’ telle que les relations x < y et f(x) < f(y) soient équivalentes (IV, p. 6). 


4. Sous-ensembles ordonnés. Produit d’ensembles ordonnes 


Soit E un ensemble ordonné par un ordre T', de graphe G. Pour toute partie A 
de E, GAN (A x A) est un ordre sur A; la relation d’ordre correspondante 
équivaut à «x< y et x € À ety € A »; nous la noterons encore x < y (par abus de 
langage). L’ordre et la relation d’ordre ainsi définis sur A sont dits induits par 
l’ordre et la relation d’ordre donnés sur E; on dit aussi que l’ordre et la relation 
d'ordre sur E :ont des prolongements de Pordre et de la relation d’ordre qu'ils 


N° 4 RELATIONS D'ORDRE. ENSEMBLES ORDONNES E 111.6 


induisent sur A. Quand on considère A comme un ensemble ordonné, c’est de 
l’ordre induit sur A par celui de E qu’il s’agit, sauf mention expresse du contraire. 


Exemples. — Les relations induites par la relation d’inclusion X € Y sur divers en- 
sembles de parties ont une importance considérable. En voici des exemples: 

1) Soient E, F deux ensembles, ®(E, F) l’ensemble des applications de parties de 
E dans F; pour toute fonction fe ®(E, F), soit G; le graphe de f, qui est une partie 
de E x F. Si on munit ®(E, F) de la relation d’ordre « g prolonge f » entre fet g (III, 
p. 2, Exemple 3), f > G; est un isomorphisme de l’ensemble ordonné ®(E, F) sur un 
sous-ensemble de R(E x F), ordonné par la relation d’inclusion. 

2) Pour toute partition w d’un ensemble E, soit & le graphe de l’équivalence 
définie par w dans E. L’application w > & est un isomorphisme de l’ensemble Z des 
partitions de E, ordonné par la relation « w est plus fine que w » entre w et w (III, 
p. 2, Exemple 4) sur un sous-ensemble de (E x E), ordonné par la relation 
d’inclusion. 

3) Soient E un ensemble, Q € P(E x E) l’ensemble des graphes des préordres 
sur E (III, p. 4) (ou, par abus de langage, l’ensemble des preordres sur E). La rela- 
tion d’ordres € tentresett, induite sur Q par la relation d'inclusion dans R(E x E), 
s'exprime en disant que « le préordre s est plus fin que t » (ou que « t est moins fin que s ») 
Notons x{s)y et x(t)y respectivement les relations de préordre (x,y) €s et (x,y) et 
dans E; dire que s est plus fin que ż revient à dire que la relation x(s)y entraîne x(t)y. 


Soit (E,),.ı une famille d’ensembles, et, pour chaque : e I, soient I‘, un ordre 
sur E, G, CE, x E, son graphe; notons x, < y, la relation d’ordre (x, y,) eG, 


dans E, Dans l’ensemble produit F = II E, la relation 


(MCE = (x < y) 
est une relation d’ordre entre x = (x) ety = (y,), comme on le vérifie aisément. 
L’ordre et la relation d’ordre ainsi définis sur F sont appelés l’ordre produit des 
ordres T, et le produit des relations d’ordre x, < y,; on écrit cette relation x < y, et 


on dit que l’ensemble F, ordonné par le produit des ordres I", est le produit des 
ensembles ordonnés E.. 


Il est immédiat que le graphe de l’ordre produit sur F est l’image de l’ensemble 


produit [I G, par l'application canonique de [I (E, x E,) sur F x F (II, p. 35). 


LE 


Un exemple important de produit d’ensembles ordonnés est l’ensemble F® 
des graphes des applications d’un ensemble E dans un ensemble ordonné F; on 
sait qu’il existe une bijection canonique de FE sur l’ensemble F (E; F) des applica- 
tions de E dans F (II, p. 31); cette application est un isomorphisme de l’ensemble 
ordonné FE sur F(E; F) muni de l’ordre défini par la relation «quel que soit 
xe E, f(x) < g(x) » entre deux applications f, g de E dans F (relation que lon 
note f < g). 

On notera que, dans l’ensemble ordonné F (E; F), la relation f < g signifie 
L2 « quel que soit x € E, f(x) < g(x), et il existe y € E tel que f(y) < g(y)» 
et non «quel que soit x € E, f(x) < g(x)» 


Pour ne pas risquer cette confusion, on évitera d’ordinaire de faire usage de la 
notation f < g dans ce cas. 
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Les définitions de ce n° s'étendent sans changement aux ensembles pré- 
ordonnés, en remplaçant partout « ordre » par « préordre ». 


5. Applications croissantes 


DÉFINITION 1. — Soient E et F des ensembles preordonnes (par des relations toutes deux 
notées <). On dit qu’une application f de E dans F est croissante si la relation x < y 
entraîne f(x) < f(y); on dit que f est décroissante si la relation x < y entraine 
f(x) > fly). Une application de E dans F est dite monotone si elle est croissante ou si 
elle est décroissante. 


Une application croissante de E dans F devient décroissante (et vice versa) 
quand on remplace l’un des préordres de E ou de F par le préordre opposé. Toute 
fonction constante est à la fois croissante et décroissante; la réciproque n’est pas 
vraie en général. 

Par exemple, si un ensemble E est ordonné par la relation d'égalité, l'application 


identique de E sur lui-même est à la fois croissante et décroissante, mais non constante 
si E a au moins deux éléments (III, p. 71, exerc. 7). 


DÉFINITION 2. — Soient E et F deux ensembles ordonnés ; on dit qu'une application f de 
E dans F est strictement croissante si la relation x < y entraine f(x) < f(y); on dit que 
f est strictement décroissante si la relation x < y entraîne f(x) > f(y). Une application de 
E dans F est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou si elle est strictement 
décroissante. 
Exemples. — 1) Soit E un ensemble; l'application X > E = X de P(E) (ordonné par 
inclusion) sur lui-même est strictement décroissante. 
2) Soit E un ensemble ordonné. Pour tout x € E, soit U, l’ensemble des y € E tels 
que y > x. L'application x ++ U, est une application strictement décroissante de E 
dans P(E) (ordonné par inclusion); on peut même remarquer que la relation x < y 
est équivalente à U, = U,. 

Une application monotone et injective d’un ensemble ordonné E dans un 
ensemble ordonné F est strictement monotone; la réciproque n’est pas vraie en 
général, puisque l’on peut avoir f(x) = f(y) lorsque aucune des relations x < y, 
x > y west vraie (cf. III, p. 14, prop. 11). 

Pour qu’une application bijective f d’un ensemble ordonné E sur un ensemble 
ordonné E’ soit un isomorphisme de E sur E’ (III, p. 5), il faut et il suffit que 
Jet son application réciproque soient croissantes. 

Lorsque I est un ensemble d’indices ordonné, on dit qu’une famille de parties 
(X;).er d’un ensemble E est croissante si ı—> X, est un application croissante de I 
dans P(E), ordonné par inclusion (autrement dit, si ı < K entraîne X, € X,). 
On définit de même une famille de parties (X,), cı décroissante, strictement croissante 
ou strictement décroissante. 


Proposrrion 2. -— Soient E, E’ deux ensembles ordonnés, u: E>E et v: E' —> E deux 


N° 7 RELATIONS D'ORDRE. ENSEMBLES ORDONNÉS E III.8 


applications décroissantes, telles que pour tout x € E et tout x’ € E', on ait v{u(x)) > x et 
ulu(x")) > x. Alorsuovou = uetvouov =v. 

En effet, la relation v(u(x)) > x entraîne u(v(u(x)}) < u(x) puisque u est 
décroissante; d’autre part, on a aussi u(v(u(x))) > u(x) en remplaçant x’ par u(x) 
dans l'inégalité u(v(x')) > x’. D'où la première égalité; la seconde s'établit de 
même. 


6. Éléments maximaux et éléments minimaux 


DÉFINITION 3. — Soit E un ensemble preordonne. Un clément a € E est appelé élément 
minimal (resp. maximal) de E si la relation x < a (resp. x > a) entraine x = a. 


Tout élément minimal de E est un élément maximal pour l’ordre opposé, et 
vice versa. 


Exemples. — 1) Soit A un ensemble; dans la partie de P(A) (ordonnée par inclusion) 
formée des parties non vides de A, les éléments minimaux sont les parties réduites à 
un élément. 

2) Dans l’ensemble ®(E, F) des applications de parties de E dans F (F n'étant 
pas vide), ordonné par la relation « v prolonge u » entre u et v, les éléments maximaux 
sont les applications de E tout entier dans F. 

3) * Dans l’ensemble des entiers naturels > 1, ordonné par la relation «m divise 
n» cntre m ct n, les éléments minimaux sont les nombres premiers. 

4) * L’enscmble des nombres réels n’a pas d’élément maximal ni d’élément 
minimal.» 


7. Plus grand élément; plus petit élément 


Si, dans un ensemble ordonné E, il existe un élément a tel que a < x pour tout 
x € E, c’est le seul élément de E ayant cette propriété; car si on a aussi b < x pour 
tout x € E, on en déduit a < b et b < a, d’où a = b. 


DÉFINITION 4. — Soit E un ensemble ordonné. On dit qu'un élément a € E est le plus petit 
resp. le plus grand) element de E si, pour tout x€ E, on a a < x (resp. x < a). 


Un ensemble ordonné n’admet pas nécessairement de plus petit ni de plus 
grand élément; si E admet un plus petit élément a, a est le plus grand élément de 
E pour l’ordre opposé. 

Si E admet un plus petit élément a, a est l'unique élément minimal de E; en effet, 
pour tout x € E distinct de a, on a a < x. 


Exemples. — 1) Soit S une partie non vide de l’ensemble S$(E) des parties d’un en- 
semble E. Si Š admet un plus petit (resp. plus grand) élément A pour la relation 
d’inclusion, A n'est autre que l'intersection (resp. la réunion) des ensembles de ©. 
Reciproquement, si l’intersection (resp. la réunion) des ensembles de S appartient à 
©, c’est le plus petit (resp. plus grand) élément de &. 

2) En particulier, & est le plus petit élément et E le plus grand élément de $ (E). 
Dans l’ensemble ®(E, F) des applications de parties de E dans F, ordonné par 
prolongement (III, p. 2, Exemple 3) l'application vide est le plus petit élément, et il 
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n'y a pas de plus grand élément si F n’est pas réduit à un seul élément. Enfin, la 
diagonale A de E x E est le plus petit élément de l’ensemble des graphes des équiva- 
lences sur E (ou des préordres sur E). 


PROPOSITION 3. — Soient E un ensemble ordonné, E' lensemble somme de E et d'un 
ensemble {a} réduit à un seul element; il existe sur E’ un ordre et un seul induisant sur E 
l’ordre donné et pour lequel a soit le plus grand element de E’. 

En effet, si G est le graphe de l’ordre sur E, le graphe d’un ordre répondant à 
la question doit être la réunion G’ de G et de l’ensemble des couples (x, a), pour 
xeE’; inversement, il est immédiat que G’ est le graphe d’un ordre sur E’, 
répondant aux conditions de l’énoncé. 


On dit que l’ensemble ordonné E’ est obtenu en adjoignant à E un plus grand 
élément a (cf. III, p. 70, exerc. 3). 


On dit qu'une partie A d’un ensemble préordonné E cest cofinale (resp. co- 
initiale) à E si, pour tout x € E, il existe y € À tel que x < y (resp. y < x). Dire 
qu’un ensemble ordonné a un plus grand (resp. plus petit) élément signifie 
donc qu’il existe une partie cofinale (resp. coinitiale) de E réduite à un seul 
élément. 


8. Majorants; minorants 


DÉFINITION 5. — Soient E un ensemble préordonné et X une partie de E. On appelle 
minorant (resp. majorant) de X dans E tout élément x € E tel que, pour tout y € X, on ait 
x < y (resp. x > y); on dit alors que x minore (resp. majore) X. 


Tout majorant de X est un minorant de X pour l'ordre opposé, et vice versa. 

Lorsque x minore X, tout élément z < x minore aussi X. Un minorant de X 
est aussi minorant de toute partie de X. Pour qu’un ensemble ordonné X ad- 
mette un plus petit élément, il faut et il suffit qu’il existe un minorant de X 
appartenant à X. 

L'ensemble des minorants d'une partie X d’un ensemble préordonné E peut 
être vide: c’est le cas lorsque X = E et que E est ordonné et n’a pas de plus petit 
élément. 

Une partie X de E dont l’ensemble des minorants (resp. des majorants) est 
non vide, est dite minoree (resp. majorée) ; une partie à la fois majorée et minorée 
est dite bornée. Lorsque X est minorée (resp. majorée, bornée), toute partie de X 
est minorée (resp. majorée, bornée). 


Toute partie réduite à un seul élément est bornée. Mais une partie à deux éléments 
n’est pas nécessairement majorée ni minorée (III, p. 12). 


Soient E un ensemble préordonné, et f une application d’un ensemble quel- 
conque À dans E. On dit par abus de langage que l'application f est minorée 
(resp. majorée, bornée) si l’ensemble f(A) est minoré (resp. majoré, borné) 
dans E. 


x° 9 RELATIONS D'ORDRE. ENSEMBLES ORDONNÉS E IIL.10 


9. Borne supérieure; borne inférieure 


DÉFINITION 6. — Soient E un ensemble ordonné, X une partie de E. On dit qu'un élément 
de E est la borne inférieure (resp. supérieure) de X dans E si c’est le plus grand (resp. le 
plus petit) élément de l’ensemble des minorants (resp. majorants) de X dans E. 


Étant donnée une partie X d’un ensemble ordonné E, on note sup X (resp. 
inf; X) ou sup X (resp. inf X) lorsque aucune confusion n’est à craindre, la 
borne supérieure (resp. inférieure) de X dans E, lorsque cette borne existe. La 
borne supérieure (resp. inférieure) d’un ensemble à deux éléments {x, y} se note 
lorsqu'elle existe) sup (x,y) (resp. inf (x,y)); notations analogues pour les 
bornes supérieure et inférieure d’un ensemble à trois éléments, cte. 

Si une partie X de È admet un plus grand élément a, a est borne supérieure 
de X dans E. 

Si X admet une borne inférieure a dans E, a est borne supéricure de X pour 

; P 
l'ordre opposé sur E; ceci nous permettra, dans ce qui suit, de ne considérer le 
plus souvent que les propriétés des bornes supérieures. 
Exemples. — 1) L'ensemble des majorants de la partie vide Ø d’un ensemble ordonné 
E est évidemment E lui-même; pour que ø admette dans E une borne supérieure, il 
faut et il suffit donc que E admette un plus petit élément, qui est alors la borne 
supérieure de &. 

2) Dans l’ensemble P(E) des parties d'un ensemble E, ordonné par inclusion, 
toute partie © de (E) admet une borne supérieure, qui cst la réunion des ensembles 
de &, et une borne inférieure, qui est l’intersection des ensembles de ©. 

3) Soient E et F deux ensembles, et © une partie de l'ensemble ®(E, F) des 
applications de parties de E dans F, ordonné par prolongement (III, p. 2, Exemple 
3). Pour tout ve D(E, F), soit D{x) l’ensemble de définition de u. La condition 
d'existence d’un prolongement commun pour une famille d'applications appartenant 
à O(E, F) (II, p. 28, prop. 7) montre que, pour que © admette une borne supérieure 
dans ®(E, F), il faut et il suffit que pour tout couple d’éléments (u, v) de ©, on ait 
u(x) = v(x) pour tout x € D(u) © D(r). 

Étant donnée une application f d’un ensemble A dans un ensemble ordonné 
E, on dit que cette fonction admet une borne supérieure si l’image f(A) admet 
une borne supérieure dans E; cette borne est alors appelée borne supérieure de f et 
se note sup f(x). La borne inférieure de f se définit et se note d’une manière 

xe A 


analogue. 


En particulier, si une partie A de E admet une borne supéricure dans E, cette 
borne est la borne supérieure de l'injection canonique de A dans E, et peut donc 
s'écrire sup x. 

xeA 
PROPOSITION 4. — Soient E un ensemble ordonné, et A une partie de E admettant à la fois 
une borne inférieure et une borne supérieure dans E; on a inf À < sup A si A n’est pas vide; 
si À = Ø, sup À est le plus petit et inf A le plus grand élément de E. 
Cela résulte aussitôt des définitions. 


Proposition 5. — Soient E un ensemble ordonné, A et B deux parties de E admettant 
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toutes deux une borne supérieure (resp. inférieure) dans È; si A © B, on a sup A < sup B 
(resp. inf A > inf B). 
La proposition est évidente. 


COROLLAIRE. — Soit (x) er une famille d'éléments d’un ensemble ordonné E, admettant 
une borne supérieure dans E; si J est une partie de I telle que la famille (x,), <z admette une 


borne supérieure dans E, on a Sup x, < Sup x, 
Le) vel 


ProPpostrion 6. — Soient (x) er (Y) er deux familles d'éléments d’un ensemble ordonné 
E, ayant même ensemble d'indices I, et telles que x, < y, pour tout vel; si elles admettent 
toutes deux une borne supérieure dans E, on a sup x, < sup y, 
eIl teI 
En cffet, a = sup y, est un majorant de l’ensemble des y, donc x, < y, < a 
LE 


pour tout t, ce qui entraine sup x, < a. 
wel 


PROPOSITION 7.-— Soient (x,),., une famille d'éléments d'un ensemble ordonné E, 
(Iren un recouvrement de l’ensemble d'indices 1; on suppose que chacune des sous-familles 
(x), admetie une borne supérieure dans E. Pour que la famille (x,),eı admette une borne 
supérieure dans E, ıl faut et il suffit que la famille (sup x,).e1, admette une borne supérieure 


dans E, et on a alors teda 
(1) sup‘, = Sup (sup x). 
tel AsL teja 


Posons b, = sup x, Supposons que (x,),., admetie une borne supérieure a; 
Led, 


alors a > b, pour tout à € L (cor. de la prop. 5); d’autre part, si c > b, pour 

tout À e L, on a aussi c > x, pour tout ı € I, puisque (J,), cr, est un recouvrement 

de I; on a donc ¢ > a, ce qui prouve que a = sup b, Supposons réciproquement 
AEL 


que la famille (b,) en admette une borne supérieure a’; alors a’ > x, pour tout 
ve]; d'autre part, sic’ > x, pour toute I, on a en particulier ce > sup x, = b, 


. J 
pour tout à € L, donc c’ > a’, ce qui prouve que a’ = sup x, M 
wel 


COROLLAIRE. — Soit (X )oa,wenxm une famille «double» d'éléments d’un ensemble 
ordonné E, telle que, pour tout u € M, la famille (x,,), 1, admette une borne supérieure dans 
E. Pour que la famille (x, )a.wcuxm admeite une borne supérieure dans E, il faut et il 
suffit que la famille (sup Xauluem en admetle une, et on a alors 

€ 


(2) sup Xyu = sup (sup x). 
(A\,WeLxM ueM AEL 


ProPosıtion 8. — Soit (E,),.r une famille d'ensembles ordonnes. Soit A une partie de 


l’ensemble ordonné produit E = 51 E., et, pour tout LE I, soit A, = pr, A. Pour que A 
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admette une borne supérieure dans E, il faut et il suffit que, pour tout vel, A, admette une 
borne supérieure dans E, et on a alors 


sup À = (sup A).er = (sup pr, Meer 


En effet, supposons que, pour tout ı € I, A, admette une borne supérieure b, 
dans E.. Dire que c = (c) est un majorant de A signifie alors que c, > b, pour 
tout rel, donc (b,),er est borne supérieure de A. Reciproquement, supposons 
que À admette une borne supérieure a = (a,) c1; pour tout xK € I, a, est un majo- 
rant de A, car si x, € À,, il existe x € À tel que pr, x = x,, par définition de A,; 
d'autre part, si a, est un majorant de A, dans Ep, l'élément ce’ = (di), er tel que 
ci = a pour: Æ Ketek = a, est un majorant de À, ce qui entraine c’ > a, et par 
suite a, > à; & est donc la borne supérieure de A, dans E,. 


Soit F une partie d’un ensemble ordonné E, et soit À une partie de F. Il peut 
se faire que l’un des deux éléments sup; A, sup# À existe, ct non l’autre, ou qu’il 
existent tous deux et soient inégaux. 

Exemples. — * 1) Dans l’ensemble ordonné E = R des nombres réels, considérons 
l'ensemble F = Q des nombres rationnels, et l’ensemble À € F des nombres ration- 


nels < V?; alors supg À existe, mais non supp A. 
3) Avec les mêmes notations que dans l’exemple 1), soit G la réunion de A et de 
l’ensemble {2}; on a G € F, et supa A existe, mais non supp A. 


3) Avec les mêmes notations, on a sup À = V2, supe À = 2.4 


On a toutefois le résultat suivant: 


PROPOSITION 9. — Soient E un ensemble ordonné, Y une partie de E et A une partie de F. 
Si supg À et supp A existent toutes deux, on a supg À < supr À. Si sup, À existe et 
appartient à F, supp À existe et est égale à sup, À. 

La première assertion résulte de ce que l’ensemble M des majorants de A dans 
F est contenu dans l’ensemble N des majorants de A dans E, et de la prop. 5 
‘TII, p. 10). D’autre part, si le plus petit élément de N est dans F, il appartient à M, 
et c’est évidemment le plus petit élément de M; cela démontre la seconde assertion. 


19. Ensembles filtrants 


DÉFINITION 7. — On dit qu’un ensemble préordonné E est filtrant à droite (resp. à gauche) 
si toute partie à deux éléments de E est majorée (resp. minorée). 


Au lieu de « filtrant à droite», on dit aussi « filtrant pour la relation < »; ex- 
pressions analogues lorsque la relation de préordre est notée par un autre signe. Par 
exemple, si © est un ensemble de parties d’un ensemble A, on dira que © est filtrant 
pour la relation € (resp. >) si, pour toute partie à deux éléments {X, Y} de ©, il existe 
ZeG tel que X € Zet Y € Z (resp. X = Z et Y = Z). 

Par abus de langage, au lieu d’ « ensemble filtrant à droite » (resp. « à gauche»), 
on dira aussi parfois « ensemble filtrant croissant » (resp. « décroissant »). 


Exemples. — 1) Un ensemble ordonné qui admet un plus grand élément est filtrant à 
droite. 
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* 2) Dans un espace topologique, un systeme fondamental de voisinages d’un 
point est filtrant pour la relation = (TG, I, § 1, no. 3). 

3) L'ensemble des sous-modules de type fini d’un module quelconque (A, II, 
§ L, n° 7) est filtrant pour la relation €. 


PropostrioN 10. — Dans un ensemble ordonné filtrant à droite E, un élément maximal a 
est le plus grand élément de E. 

En effet, pour tout xe E, il existe par hypothèse y € E tel que x < y et 
a < y, et comme a est maximal, y = a. 


Un ensemble préordonné filtrant à droite est filtrant à gauche pour l’ordre 
opposé. Tout produit d’ensembles filtrants à droite est filtrant à droite. Par contre, 
une partie d’un ensemble filtrant à droite n’est pas nécessairement filtrante à 
droite. Toutefois, une partie cofinale F d’un ensemble filtrant à droite E est un 
ensemble filtrant à droite: en effet, pour tout couple d’éléments x, y de F, il existe 
zeE tel que x < zcty < z, puis te F tel que z < £. 


11. Ensembles réticulés 


DÉFINITION 8. — On dit qu'un ensemble ordonné E est réticulé (ou que E est un réseau 
ordonné, ou un laitis) si toute partie à deux éléments de E admet une borne supérieure et une 
borne inférieure dans E. 


Tout produit d’ensembles réticulés est réticulé, comme il résulte de la con- 
dition d’existence d’une borne supérieure dans un produit d’ensembles ordonnés 
(III, p. 11, prop. 8). L’ensemble des parties d’un ensemble A, ordonné par 
inclusion, est réticulé, puisque la réunion et l’intersection de deux parties de A 
sont encore des parties de A. 


Exemples. — * 1) L’ensemble des entiers > 1, ordonné par la relation « m divise n» 
entre m et n, est réticulé, la borne supérieure (resp. inférieure) de {m, n} n'étant autre 
que le ppcm (resp. pgcd) de met n (A, VII, § 1). 

2) L'ensemble des sous-groupes d’un groupe G, ordonné par inclusion, est 
réticulé (A, I, $ 4, n° 3). 

3) L’ensemble des topologies sur un ensemble A, ordonné par la relation « Fest 
moins fine que 7” » entre F et 7”, est réticulé (TG, I, § 1, n°5 3 et 4). 

4) L'ensemble F (1; R) des fonctions numériques définies dans un intervalle I de 
R est réticulé pour la relation d'ordre f < g (III, p. 6), pour laquelle il est iso- 
morphe au produit R! (cf. INT, II)., 


Remarque. — Un ensemble ordonné réticulé est évidemment filtrant à droite et à 
gauche. Mais un ensemble filtrant à droite et à gauche n’est pas nécessairement 
réticulé, * comme le montre l’exemple de l’ensemble des applications x: p(x) de R 
dans lui-même, où p est un polynôme de R[X], cet ensemble étant ordonné par la 
relation p < q (III, p. 6)4 


12. Ensembles totalement ordonnés 


DÉFINITION 9. — On dit que deux éléments x, y d’un ensemble préordonné E sont eom- 
parables si la relation «x < y ouy < x» est vraie. On dit qu’un ensemble E est totalement 
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ordonné s’il est ordonné et si deux éléments quelconques de E sont comparables. On dit alors 
que l’ordre sur E est un ordre total, et la relation d’ordre correspondante une relation d’ordre 
total. 


Lorsque x et y sont des éléments d’un ensemble totalement ordonné E, on a 
x = y, Où x < y, ou x > y; la négation de x < y est alors x > y. 


Pour qu’un ordre sur E soit un ordre total, il faut et il suffit que son graphe G, en 


1 -1 
plus des relations G o G = G et G A^ G = A, satisfasse à la relation G U G = E x E. 


Exemples. — 1) Toute partie d’un ensemble totalement ordonné est totalement 
ordonnée par l’ordre induit. 

2) Soit E un ensemble ordonné quelconque. La partie vide de E est totalement 
ordonnée, ainsi que toute partie réduite à un élément. 

3) * L'ensemble R des nombres réels est totalement ordonné., 

4) Si A est un ensemble ayant au moins deux éléments distincts, l’ensemble 
(A), ordonné par inclusion, n’est pas totalement ordonné, car si x Æ y, les parties 
{x} et {y} ne sont pas comparables. 


Un ensemble totalement ordonné est aussi totalement ordonné pour l’ordre 
opposé; il est réticulé et a fortiori filtrant à droite et à gauche. 


Proposıtion 11. — Toute application strictement monotone f d’un ensemble totalement 
ordonné E dans un ensemble ordonné F est injective; si f est strictement croissante, f est 
un isomorphisme de E sur f(E). 

En effet, x y entraîne x < y ou x > y, donc f(x) < f(y) ou f(x) > f(y), et 
par suite f(x) # f(y) en tous cas. Il reste à montrer que, si f est strictement 
croissante, f(x) < f(y) entraine x < y; dans le cas contraire, on aurait x >y, 


d’où f(x) > f(y) 


PROPOSITION 12. — Soient E un ensemble totalement ordonné, X une partie de E. Pour 
qu'un élément b € E soit borne supérieure de X dans E, il faut et il suffit que: 1° b soit un 
majorant de X; 2° pour tout ce E tel quec < b, il existe x € X tel quec <x <b. 

En effet, la seconde condition exprime qu'aucun élément c < b n’est un 
majorant de X, c’est-à-dire que b est un élément minimal de l’ensemble M des 
majorants de X; mais ceci revient à dire que b est le plus petit élément de M, 


puisque M est totalement ordonné (III, p. 13, prop. 10). 


13. Intervalles 


Soient E un ensemble ordonné, a et b deux éléments de E tels que a < b. On 
appelle intervalle fermé d’origine a et d'extrémité b, et on note (a, b), la partie de E 
formée des éléments x tels que a < x < b; on appelle intervalle semi-ouvert à droite 
(resp. à gauche) d’origine a et d'extrémité b et on note (a, b{ (resp. Ja, b)) l’ensemble 
des xeE tels que a < x < b (resp. a < x < b); on appelle intervalle ouvert 
d’origine a et d’extrémité b, et on note Ja, bÇ, l’ensemble des x € E tels quea < x < b. 
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On notera qu’un intervalle fermé n’est jamais vide; l’intervalle (a, a) est len- 
semble réduit à l'élément a. Par contre les intervalles (a, af, Ja, a) et Ja, af sont vides; 
un intervalle ouvert Ja, b( peut être vide même si a < b. 

Soit a un élément de E. L’ensemble des xe E tels que x < a (resp. x < a) 
s’appelle l’intervalle fermé (resp. ouvert) illimité à gauche et d'extrémité a, et se note 
J<, a) (resp. )<-, af) ; l’ensemble des x € E tels que x > a (resp. x > a) s'appelle 
l'intervalle fermé (resp. ouvert) illimité à droite et d’origine a, et se note (a, —{ (resp. 
Je, —(. Enfin, E lui-même est appelé l'intervalle ouvert illimité dans les deux sens, et 
est noté )<-, —{. 


PROPOSITION 13. — Dans un ensemble réticulé, l'intersection de deux intervalles est un 
intervalle. 

Considérons par exemple l’intersection de deux intervalles fermés (a, b) et 
fc, d), et posons x = sup (a, c), B = inf (b, d). Si on a à la fois a < x < b et 
c <x <d, on en déduit æ < x < ß et réciproquement; si on n’a pas « < B, 
l'intersection de (a, b) ct (c, d) est donc vide; si x < ß, cette intersection est 
(x, B). Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration dans les autres cas. 


$2. ENSEMBLES BIEN ORDONNÉS 


I. Segments d’un ensemble bien ordonné 


On dit qu’une relation Rx, yf est une relation de bon ordre entre x et y si R est une 
relation d’ordre entre x et y et si, pour tout ensemble non vide E sur lequel 
Ri, yf induit une relation d’ordre (c’est-à-dire tel que xeE entraine Rx, x‘; 
cf. III, p. 2), E, ordonné par cette relation, admet un plus petit élément. 

On dit qu’un ensemble E ordonné par un ordre T est bien ordonné si la relation 
y € F<x> est une relation de bon ordre entre x et y; on dit alors que I’ est un bon 
ordre sur E. Il revient au même de poser la définition suivante: 


DÉFINITION 1. — On dit qu'un ensemble E est bien ordonné s’il est ordonné et si toute 
partie non vide de E admet un plus petit element. 


Un ensemble bien ordonné E est totalement ordonné, puisque toute partie {x, y} 
de E possède un plus petit élément. Toute partie A de E, majorée dans E, admet 
une borne supérieure dans E. 


Exemples. — 1) Soit E = {x, p} un ensemble dont les éléments sont distincts. On 
vérifie aussitôt que la partie {(&, «), (6, 8), (x, B) de E x E est le graphe d’un bon 
ordre sur E. 

2) Toute partie d’un ensemble bien ordonné (en particulier la partie vide) est 
bien ordonnée par l’ordre induit. 

3) * L’existence d’ensembles totalement ordonnés et non bien ordonnés est 
équivalente à axiome de l'infini (III, p. 34, cor. 1 et p. 80, exerc. 3). 

4) SiT est un bon ordre sur E, l’ordre opposé à [n’est un bon ordre sur E que si 
E est fini (III, p. 80, exerc. 3).x 
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5) Soit E un ensemble bien ordonné; l’ensemble E, obtenu en adjoignant à E un 
plus grand élément b (III, p. 9) est bien ordonné, car pour toute partie H de E, 
non vide et non réduite à b, le plus petit élément de H A E est aussi le plus petit 
élément de H. 


Remarque. — * L’axiome de l’infini (III, p. 45) permet de montrer qu’il existe des 
ensembles bien ordonnés qui n’ont pas de plus grand élément, par exemple l’ensemble 
N des entiers naturels. 


DÉFINITION 2. — Dans un ensemble ordonné E, on appelle segment de E toute partie S de 
E telle que les relations xe S, y € E ety < x entraînent y e S. 


Il est évident que toute intersection ou toute réunion de segments de E est un 
segment de E; si S est un segment de E, tout segment de S est aussi un segment 
de E. L'ensemble E lui-même et l’ensemble vide sont des segments de E. 


Proposırion 1. — Dans un ensemble bien ordonné E, tout segment de E distinct de 
E est un intervalle J<-, a{, où a € E. 

En effet, soit S un segment de E distinct de E. Comme E — S n’est pas vide, 
il a un plus petit élément a; en vertu de la déf. 2, la relation x > a entraine 
xé S, sinon lon aurait a€ S, ce qui est absurde. Donc E — S est Pintervalle 
(a, —{, et S Pintervalle }<-, af. 


Pour tout élément x d’un ensemble totalement ordonné E, nous noterons S, 
le segment J+-, af, et nous dirons que c’est le segment d'extrémité x. 
On notera que, si E est bien ordonné et n'est pas vide, il a un plus petit élément «, 
et que par suite Sẹ est aussi l'intervalle semi-ouvert (x, x{. 
Soit E un ensemble totalement ordonné. La réunion A des S, lorsque x par- 
court E est E si E n’a pas de plus grand élément; si E possède un plus grand 
élément b, on a A = E — {b}. 


PROPOSITION 2. — L'ensemble E* des segments d'un ensemble bien ordonné E est bien 
ordonné par inclusion; l'application x + S, est un isomorphisme de l’ensemble bien ordonné 
E sur l’ensemble des segments de E distincts de E, 

Il est clair que, si x€ E et y € E, la relation x < y entraine S, € S, et que 
x < y entraîne S, # S,; l’application x S, est donc un isomorphisme de E 
sur l’ensemble S(E) des segments de E distincts de E (III, p. 14, prop. 11), et par 
suite S(E) est bien ordonné. En outre, E* est isomorphe à l’ensemble bien ordonné 
déduit de S(E) par adjonction d’un plus grand élément. 


PROPOSITION 3. — Soit (X,), er une famille d'ensembles bien ordonnés telle que, pour tout 
couple d’indices (1, K) Dun des ensembles X,, X, soit un segment de l’autre. Alors, sur 


l'ensemble E = |] X,, il existe un ordre et un seul qui induise sur chacun des X, l’ordre 
tel 


donné; muni de cet ordre, E est un ensemble bien ordonné. Tout segment de X, est un segment 
de E; pour tout x € X, le segment d'extrémité x dans X, est égal au segment d'extrémité x 
dans E; tout segment de E est E ou un segment de l’un des X... 


rd 
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La première assertion résulte du lemme général suivant: 


Lemme 1.— Soit (K,)sea une famille d'ensembles ordonnés, filtrante pour la relation < 
(autrement dit, telle que pour tout couple d’indices «, ß il existe un indice y tel 
que X, € X, et X, © X,). On suppose que, pour tout couple d’indices (x, B) tel que 
X, € X,, l’ordre induit sur X, par celui de X, est identique à l’ordre donné sur X,. Dans 
ces conditions, sur l’ensemble E = |) X,, il existe un ordre et un seul qui induise sur 
chacun des X, l’ordre donné. ae 

En effet, soit G, le graphe de l’ordre donné sur X,. Si G est le graphe d’un 
ordre sur E induisant sur chacun des X, l’ordre de graphe G,, on a nécessaire- 


ment G, € G pour tout «e A, donc G contient la réunion |) G,. D'autre part, 
ae A 


pour tout couple fx, y) d'éléments de E, il existe par hypothèse un indice a € A 


tel que xe X, ct yE Xa; si (x,y) €G, on a nécessairement (x,y) € Ga, d’où 


G € U Ge Si l'ordre cherché existe sur E, son graphe est donc nécessairement 
ax € À 


G = U G, Reste à montrer que cet ensemble répond à la question. Comme 
«EA 


G O (Xa X Xa) = G, lorsque X, € Xg, on a G A (X, x X,) = G, pour tout 
«eA; d'autre part, il résulte de l'hypothèse que trois éléments quelconques 
x, y, z de E appartiennent à un même X,; on en conclut aussitôt que (x, y) eG 
est une relation d’ordre sur E, qui répond à la question. 


Ce lemme étant établi, montrons que, sous les hypothèses de la prop. 3, 
chaque X, est un segment de E, En effet, si xeX,,yeE et y < x, il existe un 
indice x tel que X, € X, ety € X}; comme par hypothèse X, est un segment de 
Xp on a 7€ X,, d’où notre assertion. Le même raisonnement prouve que, pour 
tout xe X, le segment extrémité x dans X, est identique à l'intervalle J<-, x{ 
dans E, Prouvons ensuite que E est bien ordonné: en effet, si H est une partie 
non vide de E, il y a un indice 1e I tel que H A X, # Ø; si a est le plus petit 
élément de H A X, dans X,, a est aussi le plus petit élément de H dans E; en 
effet, pour tout x € H, il existe ke I tel que X, € X, et x e X,; on ne peut avoir 
x < a, puisque l'intervalle J<, a) est contenu dans X,, et par suite on a x > a, 
X, étant totalement ordonné. 

Reste enfin à montrer qu’un segment de E distinct de E est un segment de l’un 
des X,; cela résulte aussitôt de ce qui précède, puisqu’un tel segment est de la 
forme }<-, x{ (III, p. 16, prop. 1) et que x appartient à un X. 


2. Le principe de récurrence transfinie 


Lemme 2. — Soient E un ensemble bien ordonné, & un ensemble de segments de E possédant 
les propriétés suivantes: 1° toute réunion de segments appartenant à S appartient à S; 2 si 
S, E€ ©, on a Sy U {x} € S. Alors, tout segment de E appartient à ©. 

En effet, supposons qu’il y ait des segments de E n’appartenant pas à &, et 
soit S le plus petit d’entre eux (III, p. 16, prop. 2). Si S n’a pas de plus grand 
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élément, S est réunion de segments de S distincts de S, et ces segments appartien- 
nent à S d’après la definition de S, donc S e S, ce qui est absurde. Si au contraire 
S a un plus grand élément a, on a S = S, U {a}, et comme S, est un segment de S 
distinct de S, on a S, € ©; mais on a alors aussi S € &, ce qui est absurde. 

Pour plus de commodité, nous nous placerons dans une théorie Z où E est 
un ensemble bien ordonné par une relation notée x < y. On a alors les critères 
suivants: 


C59 (Principe de récurrence transfinie). Soit Rix une relation de T° (x n’étant 
pas une constante de F`), telle que la relation 


6 


(xe E ct (W)((yeE cty < x) = Riyi) = Ri 


soit un théorème de F. Dans ces conditions, la relation (x e E) => Rýxś est un théorème de 7. 

En effet, soit S l’ensemble des segments S de E tels que (y € S) = Riyi Il est 
clair que toute réunion de segments appartenant à & appartient à S. D’autre part, 
si S€ S, on a Réxi d’après l'hypothèse du critère, donc (y e Sy U {x}) > Riyi 
d’après la méthode de disjonction des cas. Alors (lemmc 2), E € S, ce qui prouve 
le critère. 


Dans les utilisations de C59, la relation 
xEEet(W)((yeE ety < x) = Ri) 


s'appelle généralement « l’hypothèse de récurrence ». 

Pour toute application g d’un segment S de E dans un ensemble F, et pour 
tout x € S, nous désignerons, dans ce qui suit, par g™ l'application du segment 
S, = J<, x de E sur g(S,) qui coïncide avec g dans S,. Avec cette notation: 


C60 (définition d’une application par récurrence transfinie). Soient u une 
lettre, Tui un terme de la théorie 7. Il existe un ensemble U et une application f de E sur U 
tels que, pour tout x € E, on ait f(x) = Ti”. En outre, l’ensemble U et l'application f 
sont déterminés de façon unique par ces conditions. 

Prouvons d’abord la propriété d’unicité. Supposons que f’ et U’ satisfassent 
aussi aux conditions du critère. Soit & l’ensemble des segments S de E tels que f 
et f” coincident dans S. Il est clair que toute réunion de segments appartenant à 
S appartient à ©. D'autre part, si S, € S, f et f’ coincident dans S,, donc 
fO = f'® et par suite f(x) = Tf = TR = f'(x), ce qui montre que 
S, U {x} e S. Il en résulte que E eS (lemme 2) et par suite f = f’ et U’ = 
JE) = fE) = U. 

Désignons maintenant par ©, l’ensemble des segments S de E pour lesquels 
il existe un ensemble U, et une application fẹ de S sur U, tels que, pour tout 
xeS, on ait falx) = TI R}. Pour tout SeS,, fs et Us sont déterminés de 
façon unique en vertu de la première partie du raisonnement; en particulier, si 
S’ et S” sont deux segments appartenant à S; et tels que S’ € S”, fg est l’appli- 
cation de S’ sur fg.(S’) qui coïncide avec fs, dans S’. Il suit de cette remarque que 
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toute réunion de segments appartenant à ©, appartient à S, (II, p. 28, prop. 7. 
D'autre part, si S, € &,, on définit sur S = S, U {x} une fonction fg prolongeant 
fs, en posant fs(x) = Ti fsi (IL, p. 29, prop. 8), et comme f° = fa, il est 
immédiat que S, U {x} € S. Donc {lemme 2), on a E € ©, ce qui achève la 
démonstration. 


Le plus souvent, on appliquera le critère précédent au cas où il existe un en- 
semble F tel que, pour toute application h d’un segment de E sur une partie de F, on ait 
Tikie F. Alors l’ensemble U obtenu par application de C60 est une partie de F. 
En effet, avec les notations précédentes, soit S, la partie de ©, formée des seg- 
ments S de E tels que Us € F. On voit aussitôt que toute réunion de segments 
appartenant à S, appartient à S; d’autre part, l’hypothèse sur F entraîne que, 
si S, E Sz on a S, U {x} € &,; on conclut encore à l’aide du lemme 2. 


3. Le théorème de Zermelo 


Lemme 3. — Soient E un ensemble, S une partie de P(E) et p une application de S dans E 
telle que p(X) € X pour tout X € S. Il existe alors une partie M de E et un bon ordre T 
sur M tels que (en désignant par x < y la relation y € I’Xx) dans M et par S, le 
segment J<-, xQ): 

1° pour tout xeM,onaS,eScp(S,) = x; 

2 MES. 

Soit M l’ensemble des parties Gde E x E satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) G est le graphe d’un bon ordre sur pr,G = U; 

b) si on note x < y la relation (x, y) € G dans U, pour tout x € U le segment 
Sx est tel que S, E Set p{S,) = x. 

Montrons que, si G, G’ sont deux éléments de M, et si U et U’ désignent les 
premières projections de G et G’, l’un des deux ensembles U, U’ est contenu dans 
l’autre, et que si, par exemple, U € U’, on a G = G'A (U x U) (en d’autres 
termes, la relation d’ordre sur U est induite par la relation d’ordre sur U’) et U 
est un segment de U’. 

Pour cela, considérons l’ensemble V des xe UN U’ tels que les segments 
d'extrémité x soient les mêmes dans U et U’, et que les ordres induits sur ce seg- 
ment par ceux de U et U’ soient identiques. Il est clair que V est un segment dans 
U et dans U’, et que les ordres induits sur V sont les mêmes; notre assertion sera 
prouvée si nous montrons que V = U ou V = U’. Raisonnons par l’absurde en 
supposant V # U et V # U”. Soit x le plus petit élément de U — V dans U et 
x le plus petit élément de U’ — V dans U’; on a V = S, dans U, V = Sy dans 
U’. Mais par hypothèse, on a V e © etx = p(S,),x = p(S,), d'où x = x’;on 
aurait alors par définition x e V, ce qui est absurde. 

On peut alors appliquer à l’ensemble des U = pr, G (pour G € W) la prop. 3 


de III, p. 16, et on obtient ainsi un ensemble bien ordonné M = |) prıG; en 
Gem 
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outre l’on voit aisément que le graphe de l’ordre sur M appartient à M. Si on 
avait M e G, en posant a = p(M), on aurait a ¢ M; on pourrait alors adjoindre 
à M l'élément a comme le plus grand élément, et l’ensemble M’ = M U {a} serait 
bien ordonné. Comme M = S, dans M’, on aurait ES et p{S,) = a; le 
graphe de l’ordre sur M’ appartiendrait donc à W, ce qui est absurde. 

On notera que si 3€& (et en particulier si © est vide), l’ensemble M dont 


l'existence est affirmée par le lemme 3 est l’ensemble vide, comme le montre la con- 
dition 1° de l’énoncé. 


THÉORÈME 1 (Zermelo). — Sur tout ensemble E il existe un bon ordre. 
Soit © = R(E) — {E} l’ensemble des parties de E distinctes de E; pour tout 
Ne2$, posons p(X) = t(xe E— X); comme la relation Xe entraîne 
2x(xeE X), elle entraîne par définition p{X)eE—X (I, p. 32), donc 
t X) EX. On peut alors appliquer le lemme 3; il existe par suite un bon ordre 
sur une partie M de E telle que M ¢ S; mais la seule partie de E n’appartenant 
Das à G est E, d’où le théorème. 


4. Ensembles inductifs 


DÉFINITION 3. — On dit qu'un ensemble ordonné E est inductif si toute partie totalement 
-rdonnée de E possède un majorant dans E. 


Exemples. — 1) Soit % un ensemble de parties d’un ensemble A, ordonné par in- 
clusion et tel que, pour tout sous-ensemble totalement ordonné & de %, la réunion 
des ensembles de Œ appartienne à 75; alors 75 est inductif pour la relation €, puisque 
la réunion des ensembles de & est la borne supérieure de & dans Y (A). 

2) Un exemple important d'ensemble de parties inductif pour la relation € est 
l’ensemble % des graphes d'applications de parties d’un ensemble A dans un ensemble 
B; en effet, % est une partie de P(A x B) et dire qu’une partie Œ de % est totalement 
ordonnée par inclusion signifie que les éléments de & sont des graphes d’applications 
telles que, de deux quelconques de ces applications, l’une prolonge l’autre. Il s’ensuit 
aussitôt que la réunion des ensembles de & est un élément de $ (II, p. 28, prop. 7). 
On peut donc dire encore que l’ensemble ®(A, B) des applications de parties de A 
dans B est inductif pour la relation d’ordre « v prolonge u » entre u et v. 

3) * Il résulte de l’axiome de l'infini (III, p. 45) que l’ensemble bien ordonné 
des entiers naturels n’est pas inductif pour la relation <., 


THÉORÈME 2. — Tout ensemble ordonné inductif possède un élément maximal. 
Ce théorème est un cas particulier du résultat suivant: 


PROPOSITION 4. — Soit E un ensemble ordonné dont toute partie bien ordonné soit majorée; 
alors E admet un élément maximal. 

Disons qu’un élément veE est un majorant strict d’une partie X de 
E si v est un majorant de X et si v ¢ X. Soit S l’ensemble des parties 
de E admettant un majorant strict, et pour tout Se&, posons p(S) = 
qt, vest un majorant strict de S) ; alors p{S) est un majorant strict de S. Appliquant 
à Z et à p le lemme 3 (III, p. 19), on voit qu’il existe une partie M de E et un bon 
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ordre F sur M satisfaisant aux conditions de ce lemme; en particulier, M n’admet 
pas de majorant strict dans E. En outre, l’ordre F est identique à l’ordre induit 
sur M par celui de E. En effet, dans M, la relation «y e IXx) et x # y » équivaut 
à x eS, et comme p(S,) = y est un majorant de S, (pour l’ordre de E), elle 
entraîne x < y dans E. Mais cela signifie que l'injection de M dans E est une 
application strictement croissante (lorsque M est muni de F) et comme M est 
totalement ordonné, on en conclut que, dans M, les relations y e L'éxd et x < v 
sont équivalentes (III, p. 14, prop. 11). Cela étant, il existe par hypothèse un 
majorant m de M dans E; mais comme M n’admet pas de majorant strict, m est 
nécessairement élément maximal dans E. 


COROLLAIRE 1. — Soient E un ensemble ordonné induchf, et a un élément de €; il existe 
un élément maximal m de E tel que m > a. 

En effet, il résulte de la def. 3 que l’ensemble F des éléments x > a de E est 
inductif, et un élément maximal de F est aussi élément maximal de E. 


JOROLLAIRE 2. — Soit X un ensemble de parties d’un ensemble E tel que, pour tout sous- 
ensemble & de %, totalement ordonné par inclusion, la réunion (resp. l'intersection) de: 
ensembles de & appartienne à Y; alors & possède un élément maximal (resp. minimal). 


5. Isomorphismes d’ensembles bien ordonnés 


THÉORÈME 3. — Soient E et F deux ensembles bien ordonnés; l’une au moins des deux 
propositions suivantes est vraie: 

1) il existe un isomorphisme et un seul de E sur un segment de F; 

2) al existe un tsomorphisme et un seul de F sur un segment de E. 

Soit % l’ensemble des applications de parties de E dans F dont chacune est 
définie dans un segment de E et est un isomorphisme de ce segment sur un seg- 
ment de F. L’ensemble %, ordonné par la relation « v prolonge u » entre u et v, est 
induchf. En effet, soit Œ une partie totalement ordonnée de %; la réunion S des 
ensembles de définition des u € est une réunion de segments de E, donc un 
segment de E; si v est la borne supérieure de © dans ®(E, F) (III, p. 10, Exemple 
2), v(S) est réunion des ensembles de valeurs des u € &, donc est un segment de F; 
enfin, pour tout couple d'éléments x, y de S, tel que x < y, il existe un u € © dont 
l’ensemble de définition contient x et y (puisque & est totalement ordonnée), et 
comme v(x) = u(x) < u(y) = v(y), v est un isomorphisme de S sur v(S), ce qui 
démontre notre assertion. Soit alors u, un élément maximal de % (III, p. 20, 
th. 2), et soit Sọ le segment de E qui est l’ensemble de définition de uo. Si nous 
prouvons que l’on a, soit Sọ = E, soit uo(So) = F, l'existence de l’un des iso- 
morphismes considérés dans l’énoncé sera démontrée. Raisonnons par l’absurde, en 
supposant Sọ # Eetu(Ss) # F; il existerait alors un élément a € E et un élément 
beFtelsque So = J=-,aletu,(So) = }<-, b ( (ILI, p. 16, prop. 1) ; prolongeons u, en 
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une application u, du segment J<-, a{ dans F, en posant u,(a) = b; comme ų; est 
un isomorphisme de J<-, a) sur le segment J<-, 5), cela contredit l’hypothese que 
4, est maximal dans %. 

Les assertions d’unicité du th. 3 sont conséquences du lemme suivant: 


Lemme 4. — Soient E, F deux ensembles bien ordonnes, f, g deux applications croissantes 
de E dans F telles que f(E) soit un segment de F et que g soit strictement croissante; on a 
alors f(x) < g(x) pour tout x € E. 

Raisonnons par l'absurde, en supposant que l’ensemble des y e E tels que 
< y) > g(y) ne soit pas vide; cet ensemble aurait alors un plus petit élément a. 
Pour x < a, on a, par définition de a, f(x) < g(x) < g(a) < f(a), g étant stricte- 
ment croissante. Comme f(E) est un segment de F, il existe ze E tel que g(a) = 
- 2j; f étant croissante, la relation f(z) < f(a) entraîne z < a, d’où 


(2) < g(z) < gla) = f(z), 


se qui est absurde. 





COROLLAIRE 1. — Le seul isomorphisme d’un ensemble bien ordonné E sur un segment de 
E est l'application identique de E sur lui-même. 
Il suffit en effet de faire F = E dans le th. 3. 


COROLLAIRE 2. — Soient E et F deux ensembles bien ordonnés ; s’il existe un isomorphisme 
~de E sur un segment T de F et un isomorphisme g de F sur un segment S de E, on a 
“éessairement S = E, T = F et f et g sont réciproques l’un de l’autre. 

En effet, g o f est un isomorphisme de E sur le segment g(T) € S de E; en 
vertu du cor. 1, on a nécessairement g(T) = S = E et go f est lapplication 
identique de E; on voit de même que f° g est l'application identique de F, d’où 
.: corollaire. 


C'OROLLAIRE 3. — Tout sous-ensemble À d’un ensemble bien ordonné E est isomorphe à 
." segment de E. 

En vertu du th. 3, il suffit de prouver qu’il n'existe pas d’isomorphisme g de E 
sır un segment de A de la forme S, ; mais g serait alors une application strictement 
:röissante de E dans E, telle que g(a) e Są, autrement dit g(a) < a; or, cette 
:zêgalité contredit le lemme 4 (où on prend pour f l'application identique). 


5. Produits lexicographiques 


Soit “E, Jer une famille d’ensembles ordonnés, dont l’ensemble d'indices I soit 


z: ordonné. Considérons l’ensemble produit E = II E,, et la relation 
LE 


«x€ E ety €E et pour le plus petit indice Le I tel 


que pr, x # pr, y, ona pr,x < pr y» 
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que nous noterons Rix, y$. Il est immédiat que Rix, x} est équivalente à x € E, que 
Rix, yf implique (Rix, x$ et Riy, yi) et que (Rix, yf et Riy, x!) implique x = y. On 
vérifie en outre que (Rix, yi et Riy, z} implique Rx, z$ (il suffit de considérer le 
plus petit indice : € I pour lequel deux des trois éléments pr, x, pr, y, pr, z soient 
inégaux) ; la relation Rix, y$ est donc une relation d'ordre sur l’ensemble produit E. Or. 
dit que cette relation, et l’ordre qu’elle définit, sont la relation d’ordre lexico- 
graphique et l’ordre lexicographique sur E (déduits des ordres donnés sur I et sur les 
E,); l’ensemble E, ordonné par cette relation, est appelé le produit lexicographique 
de la famille d’ensembles ordonnés (E,),... Lorsque les E, sont totalement ordonnes, 
leur produit lexicographique est totalement ordonné. 


$3. ENSEMBLES ÉQUIPOTENTS. CARDINAUX 
1. Le cardinal d’un ensemble 


DÉFINITION 1. -— On dit qu'un ensemble X est equipotent à un ensemble X s’il existe une 
bijection de X sur Y. On note Eq(X, Y) la relation «X est équipotent à Y ». 


Il est clair que les relations Eq(X, Y) et Eq(Y, X) sont équivalentes, autre- 
ment dit, la relation Eq(X, Y) est symétrique; lorsqu’elle est vraie, on dit aussi que 
X et Y sont équipotents. D’autre part, Eq(X, X) est vraie. Enfin la relation Eq(X, Y 
est fransitive, puisque la composée de deux bijections est une bijection (II, p. 19, 
th. 1); c’est donc une relation d’equivalence, réflexive dans tout ensemble. 

De ce qui précède résulte que, si X et Y sont équipotents, la relation 
(YZ) (Eq(X, Z)  Eq(Y, Z)) est vraie. Or, le schéma S7 (I, p. 38) fournit 
l’axiome suivant 

((YZ)Œq(X, Z) > Eq(Y, 2))) > (tz(Eq(X, Z)) = Tz(Eq(Y, 2))). 

Donc, si X et Y sont équipotents, on a 

tz(Eg(X, Z)) = tz(Eq(Y, Z)). 


Posons la définition suivante: 


DériniTioN 2. — L'ensemble x,(Eq(X, Z)) est appelé le cardinal de X (ou la puissance 
de X) et se note Card (X). 


Comme Eq(X, X) est vraie, Card (X) est équipotent à X (I, p. 33, schéma S5). 
Nous avons donc démontré le résultat suivant: 


PROPOSITION 1. — Pour que deux ensembles X, Y soient équipotents, il faut et il suffit que 
leurs cardinaux soient égaux. 


Exemples 


1) On note 0 le cardinal Card ( ø ). Le seul ensemble équipotent à ø étant Ø 
(II, p. 10 et p. 14), on a 0 = Card (g) = g. 
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2) Tous les ensembles à un élément sont équipotents, car {(a, b)} est le graphe 
d’une bijection de {a} sur {b}; en particulier, ils sont équipotents à {Ø}. On note 1 
le cardinal 


Card (23) = r,(Eq({2}, Z)).! 


3) On note 2 le cardinal Card ({&, {2 }}); c’est le cardinal de tout ensemble 
à deux éléments dont les éléments sont différents. 

4) * Un espace hilbertien de type dénombrable est équipotent à l’ensemble 
des nombres réels. 


2. Relation d’ordre entre cardinaux 


La relation « X est équipotent à une partie de Y » est équivalente à « il existe une 
injection de X dans Y »; elle équivaut aussi à la relation « Card (X) est équi- 
potent à une partie de Card (Y) » (II, p. 19, th. 1). 


THÉORÈME 1. — La relation Rix, vi: 

« g et y sont des cardinaux et x est équipotent à une partie de Y) » 
est une relation de bon ordre (III, p. 15). 

Comme Rx, x} est vraie pour tout cardinal g, tout revient à voir que, pour 
tout ensemble E de cardinaux, la relation «ze E et y e E et Rir, di » est une rela- 


tion de bon ordre dans E. Considérons l’ensemble A = |J x; tout cardinal 
teE 


reE est donc une partie de A. Il existe sur A une relation de bon ordre (III, 
p. 20, th. 1) que nous noterons x < y, et toute partie de A est équipotente à un 
segment de A (III, p. 22, cor. 3). Pour tout cardinal ge E, considérons Pen- 
semble des segments de A équipotents à x; cet ensemble de segments n’est pas vide, 
et admet donc un plus petit élément (III, p. 16, prop. 2); soit (x) cet élément. 
La relation 


«xeEetneE et x est équipotent à une partie den» 


est équivalente à 
«zeEetyeËEet p(r) € o(u) ». 


En effet, elle est évidemment entraînée par cette dernière; d’autre part, si y 
est équipotent à une partie de p(h), on ne peut avoir p{y) € o(x) et ọ(») #ẹ(x), 
car alors il existerait un segment de o(#) équipotent à x (III, p. 16, cor. 3), 


1 Bien entendu, il ne faut pas confondre le ferme mathématique désigné (I, p. 15) par le symbole 
« ] »et le mot « un » du langage ordinaire. Le terme désigné par « 1 » est égal, en vertu de la définition 
donnée ci-dessus, au terme désigné par le symbole 
Tz((3u)(JU)(u = (U, {Ø}, Z) et U c {ø} x Z et (Yx) (xe {2}) = (W)((G,y) € U)) 
et (Vx) (V9) (Yy) (x, y) € U et (x, 7) € U) = (y = y')) et (Yy) ((y € Z) = (3x) ((x, y) € U)))). 
Une estimation grossière montre que le terme ainsi désigné est un assemblage de plusieurs dizaines de 
milliers de signes (chacun de ces signes étant Pun des signes €, O, V, 7, =, €). 


in 
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contredisant la définition de p(r). Comme l’ensemble des segments de A est bien 
ordonné par inclusion (Ill, p. 16, prop. 2), le théorème est démontré. 


Nous noterons x < y la relation Rig, y$. Pour qu’un ensemble X soit équi- 
potent à une partie d’un ensemble Y, il faut et il suffit que Card (X) < Card (Y.. 


Il est clair que l’on a 0 < g pour tout cardinal y, et 1 < x pour tout cardinal 


x # 0. 
COROLLAIRE 1. — Étant donnés deux ensembles, l’un est équipotent à une partie de l’autre. 


COROLLAIRE 2. — Deux ensembles tels que chacun soit équipotent à une partie de l’autre 
sont équipotents. 


Remarque. — Pour tout ensemble À, il existe un ensemble dont les éléments sont 
les cardinaux Card (X) pour toutes les parties X de A: en effet, c’est l’ensemble 
des objets de la forme Card (X) pour X € (A) (II, p. 6). Pour tout cardinal a. 
la relation « g est un cardinal et x < a» est donc collectivisante en x (II, p. 5, 
puisqu’elle est équivalente à la relation « x est de la forme Card (X) pour X € a»: 
l’ensemble des x satisfaisant à cette relation est appelé l’ensemble des cardinaux < a. 


PROPOSITION 2. — Pour toute famille (a), <; de cardinaux, il existe un cardinal et un seui 
b tel que a, < b pour tout ve I et que tout cardinal c tel que a, < c pour tout ı € I soit > b. 

En effet, il existe un ensemble E contenant tous les ensembles a, (par exemple 
la somme de ces ensembles (II, p. 30)), d’où a, < a = Card (E) pour tout 
ve I. L'ensemble F des cardinaux < a étant bien ordonné et tous les a, apparte- 
nant à F, la famille (a,),., admet une borne supérieure b dans cet ensemble. En 
outre, soit ¢ un cardinal > a, pour tout ıel; si on avait ¢ < b < a, on aurait 
c eF, et l’inégalité a, < c contredirait alors la définition de la borne supérieure 
de la famille (a,) dans l’ensemble ordonné F; d’où la proposition. 


Par abus de langage, on dit que le cardinal b est la borne supérieure de la famille 
(a) ex de cardinaux et on le note sup a, 
vel 
PROPOSITION 3. — Soient X et Y des ensembles. S’il existe une surjection f de X sur Y, 
on a Card (Y) < Card (X). 
En effet, il existe une section s associée à f (II, p. 18, prop. 8) et s est une 
injection de Y dans X. 


3. Opérations sur les cardinaux 


DÉFINITION 3. — Soit (a), e1 une famille de cardinaux. Le cardinal de l’ensemble produit 
(resp. somme) des ensembles a, s'appelle le produit cardinal (resp. la somme cardinale) des 


a, et se note P a, (resp. > a). 
tel 


eI 
Lorsque aucune confusion n’est à craindre, on dit simplement « produit » et 
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«somme» au lieu de «produit cardinal» et «somme cardinale » et on écrit 


gi a, au lieu de P a, (cf. HI, p. 80, exerc. 2). 


Propostrion 4. — Soient (E,),cı une famille d'ensembles, P son produit, S sa somme, 
a, le cardinal de E,; le cardinal de P (resp. S) est le produit cardinal (resp. la somme 
cardinale) de la famille (a) er 

Il existe en effet une bijection de P (resp. S) sur l’ensemble produit des en- 
sembles a, (resp. sur l’ensemble somme des a,) (II, p. 30, prop. 10 et p. 38, 
cor. de la prop. 11). 


COROLLAIRE. — Pour toute famille (E), ,cı ensembles, le cardinal de la réunion 
J E, est au plus égal à la somme > Card (E,). 
‚el 


EI 


En effet, il existe une application de la somme S des E, sur leur réunion (II, 
p. 30); le corollaire résulte donc des prop. 3 et 4. 


PROPOSITION 5. — a) Soit (a,) er une famille de cardinaux, et soit f une bijection d’un 
ensemble K sur l’ensemble I; ona 


> tw = > a et P Ga = P u. 


KE LEI KEK vel 


ES 


b) Soient (a,),., une famille de cardinaux, et (J,),e1, une partition de I; on a 
«associativité de la somme et du produit ») 


M 
J 


„= > (>a) 


wel el teja 
a = P ( P a). 
tel AEL tEeJa 


c) Soit ((a).es,)ier une famille (admettant L comme ensemble d’indices) de familles 
de cardinaux. Soit I = | | Jp; on a («distributivité du produit par rapport à la 
somme ») KER 


P(2 au) = 2 (P arm). 


ÀAeL teda fel À€eL 


Les relations de a) résultent des formules analogues pour la réunion et le 
produit d'ensembles, car le fait que fest une bijection implique que, si (X,), e1 est 
une famille d'ensembles mutuellement disjoints, il en est de même de la famille 
Kyoo)kex (c£ II, p. 23, prop. 1 et p. 33, prop. 4). 

Les relations de b) sont conséquences immédiates des formules d’associativité 
de la réunion et du produit (II, 24, prop. 2 et p. 35, prop. 7) et de la distri- 
butivité de l’intersection par rapport à la réunion (IL, p. 35, prop. 8) qui prouve 
que, si (X,),cı est une famille d’ensembles mutuellement disjoints, il en est de 
même de la famille ( U X, rer 


Ley, 
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Enfin, c) est conséquence de la distributivité du produit par rapport à la 
réunion et à l’intersection (II, p. 36, prop. 9 et p. 37, cor. 1). 


Soient a et b deux cardinaux. Si I est un ensemble à deux éléments distincts 
(par exemple le cardinal 2), il existe une application f de I sur {a, b}, ce qui 
définit une famille de cardinaux; la somme et le produit de celle-ci ne dépendent 
que de a et b (en vertu de la prop. 5 a)); on appelle ces cardinaux la somme et le 
produit de a et dé b, et on les note a + b et ab. On définit et note de même la 
somme et le produit de plusieurs cardinaux. La prop. 5 entraîne alors le corollaire 


suivant: 

COROLLAIRE. — Soient à, b, c des cardinaux; on a ` 

(1) a+b=b+a, ab = ba, 
(2) a+ (b+c) = (a+b) +e a(be) = (ab)c, 
(3) a(b + c) = ab + ac. 


4. Propriétés des cardinaux 0 et 1 


PROPOSITION 6. — Soient (a,),er une famille de cardinaux, et J (resp. K) une partie de I 
telle que l’on ait a, = O pour tout | ¢ J (resp. a, = 1 pour tout ı ¢ K); on a alors 


2-2. 


rel teJ 
(resp. P a, = P a). 
eI tEK 


C’est immédiat pour la somme, car l’ensemble somme S; de la famille d’en- 
sembles (a,),e1 est équipotent à la réunion de l’ensemble somme S; de la famille 
(aes et de l’ensemble vide, donc équipotent à Sz. Pour le produit, cela résulte 


de ce que la projection prg de l’ensemble produit [1 a, sur le produit partiel 
tE 


I a, est une bijection (II, p. 35, Remarque 1). 


COROLLAIRE l. — Pour tout cardinal a, on a a + 0 = a.l = a. 


ÜOROLLAIRE 2. — Soient a et b des cardinaux, et soit I un ensemble équipotent à b; pour 
tout ET, soit a, = a, ¢ = l;ona 


=) a, et b= Se. 


tel teI 
La seconde formule résulte de ce qu’un ensemble est réunion de l’ensemble de 
ses parties à un élément. La première s’en déduit par multiplication par a, en 
utilisant le cor. 1. | 
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PROPOSITION 7. — Soit (a,),.ı une famille de cardinaux; pour que l’on ait P a, #0, 
il faut et il suffit que l’on ait a, # O pour tout el. LET 

Cela ne fait que traduire la condition pour qu’un ensemble produit soit non 
vide (II, p. 34, cor. 2). 


PROPOSITION 8. — Si a et b sont des cardinaux tels que a + 1 = b + l, on a a = b. 

Soit X = a + 1 = b + 1. Il existe des parties A, Bde X, de cardinaux a et b, 
telles que les complémentaires X — A et X — B soient chacun réduits à un seul 
élément; soient u et v ces éléments. L’intersection C = A N B a pour complé- 
mentaire dans X l’ensemble {u, v}. Siu = v, on a A = B = C, d’où a = b. Sinon 
A = CU {}, B = CU {u}, et a = 1 + Card (C) = b. 


On se gardera de croire que a + m = b + m entraîne a = b pour tout cardinal 
m (cf. HI, p. 48) ; *nous verrons cependant qu’il en est bien ainsi lorsque m est fini 
(III, p. 37, cor. 4 et p. 49, cor. 4)... 


5. Exponentiation des cardinaux 


DÉFINITION 4. — Soient a et b des cardinaux ; le cardinal de l’ensemble des applications 
de b dans a se note ab, par abus de notation. 


L'abus provient de ce que cette notation désigne déjà l’ensemble des graphes 
fonctionnels d'applications de b dans a (II, p. 31) et que ce dernier ensemble n’est 
pas nécessairement un cardinal (III, p. 80, exerc. 2). Le contexte indiquera toujours 
clairement le sens qu’il faut donner à ab. 


Proposition 9. — Soient X et Y deux ensembles, a et b leurs cardinaux ; l’ensemble XY a 
pour cardinal ab. 

En effet, il existe une bijection de XY sur l’ensemble des applications de b dans 
a (II, p. 31, corollaire). 


PROPOSITION 10. — Soient a et b des cardinaux, et I un ensemble tel que Card (I) = b; 


si a, = a pour tout 1e I, on a œ = P a. 
vel 
Cela résulte de la définition du produit d’une famille d’ensembles comme 


ensemble de graphes fonctionnels (II, p. 32). 


COROLLAIRE 1. — Soient a un cardinal et (b,), cy une famille de cardinaux. On a 
Ze 
b 
al = a. 
E 


En effet, soit S l’ensemble somme des b,, et posons a, = a pour tout s € S. Les 


deux membres de l’égalité à démontrer sont alors égaux à P a,, en vertu de la 
ses 


prop. 10 et de la formule d’associativité du produit (III, p. 26, prop. 5 b)). 
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ÜOROLLAIRE 2. — Soient (a,),.ı une famille de cardinaux, et b un cardinal ; on a 


b 
(Pa)? = Pa 
teI tel 
En effet, posons a, = a, pour tout couple {:, 8) e I x b. On a alors, en vertu 
de l’associativité du produit 
b 
(Pa) = P(Pas) = P(P as) = P œ. 
wel Beb tel LEI Bey tel 
COROLLAIRE 3. — Soient a, b, c des cardinaux ; on a av = (o). 
En effet, posons b, = b pour tout y € e. On a 


an = dc = P adv = (at)°, 
yet 


en vertu du cor. 1. 


Proposrrion 11. — Soit a un cardinal. On a a? = 1, œ = a, l° = 1;sa Z0,ona 
œ = 0. 

En effet, il existe une application et une seule de & dans un ensemble quel- 
conque (l'application de graphe vide) ; l’ensemble des applications d’un ensemble 
à un seul élément dans un ensemble quelconque X est équipotent à X (II, p. 32): 
il existe une application et une seule d’un ensemble quelconque dans un ensemble 
à un element; enfin, il n’existe aucune application d’un ensemble non vide 
dans ©. 


On notera en particulier que l’on a 0° = 1. 


Proposıtion 12. — Soient X un ensemble et a son cardinal; le cardinal de l’ensemble 
V(X) des parties de X est 2°. 

Soient à et ß les éléments du cardinal 2; pour toute partie Y de X, soit fy 
Papplication de X dans 2, définie par fy(x) = x pour xeY et f(x) = B pour 
xeX — Y; soit u l’application Y > fy de V(X) dans 2%. Inversement, à toute 
application g de X dans 2, faisons correspondre la partie g (x) de X, et soit © 
l'application g — £ (x) de 2% dans V(X). Il est clair que les applications u o v et 
v o u sont les applications identiques de 2* et de V(X). Donc u et v sont des bi- 
jections (II, p. 18, corollaire), ce qui montre que Card ((X)) = 2%. 


6. Relation d’ordre et opérations entre cardinaux 


PROPOSITION 13. — Soient a et b des cardinaux; pour que l’on ait a > b, il faut et il 
suffit qu’il existe un cardinal c tel que a = b +. 

En effet, la relation a > b signifie qu’il existe une partie B de a équipotente à b 
(III, p. 24), c’est-à-dire que a est équipotent à l’ensemble somme de b et d’un 
ensemble C. 
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Si a > b, il existe en général plusieurs cardinaux c tels que a = b + ¢ (cf. II, 
p- 30); on ne peut donc en général définir une « difference» a — b de deux tels 
cardinaux (cf. III, p. 37). 


Proposition 14. — Soient (a) er et (b,).c1 deux familles de cardinaux ayant même 
ensemble d'indices I, et telles que a, > b, pour tout |€ I; on a alors 

> a > D 6, et Pa, > Ph. 

tel tel wel LEI 

La seconde inégalité résulte des relations d’inclusion entre produits d’en- 

sembles (II, p. 34, cor. 3). D’autre part, si un ensemble E est réunion d’une 
famille (A,),. de parties mutuellement disjointes et si B, € A, pour tout t, les 
B, sont mutuellement disjointes et JB, € U A, (II, p. 24), d’où la première 
inégalité. i i 


COROLLAIRE 1. — Soit (a,),.; une famille de cardinaux. Pour toute partie J de I, ona 
2 a, <S > a, Si en outre on a a, # O pour tout 1E I — J, on a P a, < Pa. 


teJ LEI eg LEI 


Posons b, = a, pour 1e J, et b, = O (resp. b, = 1) pour te I — J. Il suffit 
d'appliquer la prop. 14, en remarquant que la relation a 0 entraîne a > 1. 


COROLLAIRE 2. — Si a, a’, b, b’ sont des cardinaux tels que a < a’, b < b'et a" > 0, 
on a a < av. 

On a en effet ad < a’ d’après les prop. 10 (III, p. 28) et 14, et ab < a’? 
d’après la prop. 10 et le cor. 1 de la prop. 14. 


THÉORÈME 2 (Cantor). — Pour tout cardinal a, on a X > a. 

En effet, on a Card($(a)) = 2° (III, p. 29, prop. 12). L'application 
x > {x} (x € a) est une injection de a dans (a); d’où a < 2°. Il suffit de montrer 
que a # 2°, c’est-à-dire que, pour toute application f de a dans ®(a), l’image 
Fir) est distincte de (a). Or, soit X l’ensemble des x € a tels que x& f(x); si 
xeX,onaxé f(x), doù f(x) # X;sixea—X,onaxe f(x) etxéX, donc 
f(x) # X. Ceci démontre que X ¢ f(a), d’où le théorème. 


COROLLAIRE. — Il n'existe pas d’ensemble dont tout cardinal soit élément. 

Si U était un tel ensemble, il existerait un ensemble S, somme de la famille 
d'ensembles (X)zeu, et tout cardinal serait équipotent à une partie de S. En 
particulier, soits = Card (S); comme 2° est un cardinal, on aurait 2° < 8, ce qui 
est absurde. 


$ 4. ENTIERS NATURELS. ENSEMBLES FINIS 
1. Définition des entiers 


DÉFINITION 1. —- On dit qu’un cardinal a est fini si a # a + 1; un cardinal fini s'appelle 


aussi un entier naturel (ou simplement un entier si aucune confusion n’est à 
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craindre.)! On dit qu’un ensemble E est fini si Card (E) est un cardinal fini ; on dit alors 
que Card (E) est le nombre d'éléments de E. 


On dit qu’une famille (II, p. 14) est finie si son ensemble d’indices est fini. 


Quand nous dirons que le nombre des objets d’un certain type est un entier m, 
nous entendrons que ces objets sont les éléments d’un ensemble fini dont le nombre 
d'éléments est m. Un ensemble dont le nombre d’éléments est m est encore appelé un 
ensemble à m éléments. 


PROPOSITION 1. — Pour qu’un cardinal a soit fini, il faut et il suffit que a + 1 soit fin. 

On sait en effet que les relations a = beta + 1 = b + l entre cardinaux a et 
b sont équivalentes (III, p. 28, prop. 8); les relations a # a + l et a + 1 + 
(a + 1) + l sont donc équivalentes. 


Il est clair que 0 # 1; donc 0 est un entier; on en déduit que 1 et 2 sont des 
entiers. Les cardinaux 2 + l et (2 + 1) + 1 sont des entiers, que l’on note 3 et 4. 


2. Inégalités entre entiers 


PROPOSITION 2. — Soit n un entier. Tout cardinal a tel que a < n est un entier, Si 
n # 0, il existe un entier m et un seul tel quen = m + 1, et la relation a < nest équivalente 
aaxm. 

Si a < n, il existe un cardinal b tel que n = a + b (III, p. 29, prop. 13. 
Alors {a + 1) +6 = (a + b) + 1 =n + 1 (I1, p. 27, cor. de la prop. 5), et comme 
n£n+lona(a + 1) +b # a + b; par suite a + 1 # a, ce qui signifie que 
a est un entier. Sin # 0,onan > 1 (II, p. 25), donc il existe un cardinal m et 
un seul tel que n = m + 1 (III, p. 29, prop. 13 et p. 28, prop. 8); comme 
m < n,m est un entier un vertu de ce qui précède. Enfin, si un entier a est tel que 
a<n,onan=a+ b, avec b + 0 (III, p. 29, prop. 13); comme b est entier, 
onab=c+letn=m +1 (a +c) + 1. On en conclut que m =a +c 
(III, p. 28, prop. 8), d’où a < m (III, p. 29, prop. 13). Inversement, si a < m, 
on a aussi a <S m + l = n, et si on avait a = n = m + |, on aurait a > m, 
contrairement à l’hypothèse. 


COROLLAIRE 1. — Toute partie d’un ensemble fini est fime. 


COROLLAIRE 2.— Si X est une partie d’un ensemble fini E, distincte de E, on a 
Card (X) < Card (E). 
En effet, X est contenu dans le complémentaire X’ d’une partie de E réduite 
à un seul élément; on a Card (X) < Card (X’), et Card (E) = Card (X’) + 1, 
donc (prop. 2) Card (X’) < Card (E) et a fortiori Card (X) < Card (E). 
La def. 1 montre inversement que, si E est un ensemble tel que 
Card (X) < Card (E) pour toute partie X # Ede E, E est fini. 


1 La notion d’ « entier » sera plus tard généralisée en Algèbre, où l’on definira les entiers rationnels 
(A, I, $ 2, n° 5) et les entiers algébriques (AC, V, § 1, n° 1). 
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COROLLAIRE 3. — Si f est une application d’un ensemble fini E dans un ensemble F, 
(E) est une partie finie de F. 
En effet, Card (f(E)) < Card (E) (III, p. 25, prop. 3). 


COROLLAIRE 4. — Soient E et F deux ensembles finis ayant le même nombre d'éléments, 
ct f une application de E dans F. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) fest une injection; 

b) fest une surjection ; 

c) fest une bijection. 

Il suffit de prouver que a) et b) sont équivalentes. Si f est injective, on a 
Card (f(E)) = Card (E) = Card (F), d’où f(E) = F (cor. 2). Si f n’est pas 
injective, soient x, x’ deux éléments de E tels que x # x’ et f(x) = f(x’). Alors, 
en posant E = E — {x}, on a f(E’) = f(E), d’où 


Card (f(E)) < Card (E’) < Card (E) 


en vertu du cor. 2; mais comme Card (F) = Card (E), on a nécessairement 


FE) £F. 


3. Le principe de récurrence 


C61 (principe de récurrence). Soit Rin une relation dans une théorie 7 (n w étant pas 
une constante de T). On P que la relation 


R{0} et (Yn) ((n est un entier et Rini) > Rin + 1) 
soit un théorème de T ne. ces conditions, la relation 


(Yn)(({n est un entier) > Rini) 
zst un théorème de T 
Raisonnons par l’absurde et supposons que la relation 


(In) (n est un entier et (non Riri)) 


soit vraie. Soit q un entier tel que « non Rigi » (méthode de la constante auxiliaire; 
cf. I, p. 28 et p. 32). Les entiers n tels que «n < q et (non Rini) » forment un 
ensemble non vide bien ordonné (III, p. 25, Remarque) qui aurait donc un plus 
petit élément s. Si s = 0, on aurait «non RO! », ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Si s > 0, on aurait $s = s + 1, où s’ est un entier tel que s < s (III, p. 31, 
prop. 2). Par définition de s, on aurait donc Ris’, mais alors l’hypothèse en- 
trainerait que Ris est vraie, ce qui contredit la définition de s. 


Pour appliquer le principe de récurrence, il faut en particulier démontrer la 
relation 
(n est un entier et Rini) = Rýn + Li. 


Pour ce faire, on utilise souvent la méthode de I’ hypothèse auxiliaire (I, p. 27) et 
c’est pourquoi la relation «n est un entier et Rin?» (ou même Rinf) est appelée 
l'hypothèse de récurrence. 
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Remarque. — On utilise souvent, sous le nom de « principe de récurrence » divers 
critères qui se déduisent aisément de C61, et dont nous allons indiquer les plus 
importants: 


1) Soit Siri la relation 


(Yp)((n est un entier ct p est un entier et p < n) = Rifi) 
et supposons que Sin! entraîne Rin}. Alors, la relation 
(Vn)((n est un entier) = Ri‘) 
est vraie. En effet, la relation S{0 est vraie, et par hypothèse Sin} entraîne Rin;; 
comme la relation m < n + l est équivalente à m < n (III, p. 31, prop. 2), la 
relation Sir + 1} est équivalente à « Sin} et Rin »; par suite, Sin? entraîne Sin + 1. 
Le critère C61 prouve alors que la relation 
(Yn)((n est un entier) = Sin‘) 
est vraie, et comme Sin! entraîne Riz, la relation 
(Vn)((n est un entier) = Rini) 
est vraie. 
2) Soient k un entier, Rin; une relation telle que la relation 
Riki et (Vn)((n est un entier > k et Rfnf) > Rin + 1$) 
sont vraie. Alors, la relation 
(Vn)((n est un entier > k) > Rin‘) 
est vraie (« récurrence à partir de k »). En effet, soit Sin! la relation « (n > k) = Rini»; 
alors, en utilisant la méthode de disjonction des cas, on voit que la relation S{0: 
est vraie; d’autre part, on vérifie aisément que la relation 


(n est un entier et Sin) = Sin + 1} 
est vraie. On conclut de C61 que la relation 
(n est un entier) = Sin 

est vraie, d’où notre assertion. 

3) Soient a, b deux entiers tels que a < b, et soit Rini une relation telle que 
lon ait 

Riai et (Vn){(n est un entier et a < n < b et R) = Rin + 15. 
Alors la relation 
(Yn)((n est un entier et a < n < b) = Rir) 


est vraie. On procède comme dans le cas précédent, en prenant pour Sin} la 
relation «(a < n < b) = Rini » (« récurrence limitée à un intervalle »). 

4) Soient a, b deux entiers tels que a < b, et soit Rini une relation telle que 
l’on ait 


Ribi et (Vn)((n est un entier et a < n < b et Rin + 1!) > Rixi). 
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Alors, la relation 
(vn) ((z est un entier et a < n < b) = Rini) 


est vraie. On a en effet la relation 


(n est un entier eta < n < b et (non Riri)) = (non Rin + 1$). 


Si, pour un n tel quea < n < b, on avait (non Rfri), on deduirait de 3) que Pon 
aurait {non Rhÿ) contrairement à l'hypothèse; d’où le critère («recurrence 
descendante »). 


4. Parties finies d’ensembles ordonnés 


PROPOSITION 3. — Soit E un ensemble préordonné filtrant à droite (resp. un ensemble 
ordonné réticulé, resp. un ensemble totalement ordonné). Toute partie finie non vide de E est 
majorée (resp. admet une borne supérieure et une borne inférieure, resp. admet un plus grand 
et un plus petit élément). 

Démontrons la proposition par récurrence sur le nombre n d'éléments de la 
partie considérée. Le résultat est trivial pour n = 1. Soit X une partiean + | 
éléments de E (avec n > 1), et posons X = Y U {x}, où Y a n éléments, donc n’est 
pas vide. L’hypothese de récurrence implique qu’il existe un majorant (resp. une 
borne supérieure, resp. un plus grand élément) y de Y. Puisque E est filtrant à 
droite (resp. réticulé, resp. totalement ordonné), {x, y} possède un majorant (resp. 
une borne supérieure, resp. un plus grand élément), qui est évidemment un 
majorant (resp. une borne supérieure, resp. un plus grand élément) de X. 


COROLLAIRE 1. — Tout ensemble fini totalement ordonné est bien ordonné et admet un plus 
grand élément. 


COROLLAIRE 2. —- Tout ensemble ordonné fini admet un élément maximal. 
En effet, un tel ensemble est inductif en vertu du cor. 1 (cf. IH, p. 20, th. 2). 


5. Propriétés de caractère fini 


DÉFINITION 2. — Soit E un ensemble. On dit qu’un ensemble S de parties de E est de 
caractère fini si la relation X € S est équivalente à la relation « toute partie finie de X 
appartient à S ». 


On dit qu’une propriété P$X} d’une partie X d’un ensemble E est de caractère 
fini si Pensemble des parties X de E pour lesquelles P{X{ est vraie est de caractère 
fini. 


Exemples. — 1) L'ensemble des parties totalement ordonnées d’un ensemble ordonné 
E est de caractère fini: en effet, pour qu’une partie X de E soit totalement ordonnée, 
il faut et il suffit que toute partie à deux éléments de X le soit. 

2) * L'ensemble des parties libres d’un module est de caractère fini (A, II, 


E 111.35 ENSEMBLES ORDONNES, GARDINAUX, NOMBRES ENTIERS $5 


§ 1, n° 11). Il en est de même de l’ensemble des parties algebriquement libres d’une 


extension d’un corps commutatif (A, V, § 5). 
3) L’ensemble des sous-modules d’un module E n’est pas de caractère fini, car une 
partie finie d’un sous-module de E n’est pas nécessairement un sous-module de E.y 


THÉORÈME 1. — Tout ensemble S de parties d’un ensemble E, de caractère fini, admet un 
élément maximal (quand on l’ordonne par inclusion). 

En vertu du th. 2 de III, p. 20, il suffit de prouver que & est inductif; pour 
cela, nous montrerons que, pour toute partie & de &, totalement ordonnée par 
inclusion, la réunion X des ensembles de & appartient à S (III, p. 21, cor. 2). 
Comme & est de caractère fini, il suffit d'établir que toute partie finie Y de X 
appartient à S. Or, pour tout y € Y, il existe un ensemble Z, € & tel que y € Z}; 
comme l’ensemble des Z, (y € Y) est fini et totalement ordonné par inclusion, il 
admet un plus grand élément S (III, p. 34, cor. 1); autrement dit, il existe un 
ensemble S e © tel que Y € S. Mais comme Se & et que Y est une partie finie 


de S, on a Y e &, puisque & est de caractère fini, et ceci achève la démon- 
stration. 


85. CALCUL SUR LES ENTIERS 


1. Opérations sur les entiers et les ensembles finis 


Proposırion l. — Soit (a;),., une famille finie d’entiers. Les cardinaux > a; et II a; 
sont alors des entiers. iel (e 

Montrons d’abord que, si a et b sont des entiers, a + b est un entier. Procédons 
par récurrence sur b. La proposition est vraie pour b = 0, car a + 0 = a. Si 
a + b est entier, il en est de même de (a + b) + 1 (III, p. 31, prop. 1); mais 
(a + b) + 1 =a + (b + 1) (HI, p. 27, corollaire), donc a + (b + 1) est entier, 
et par suite a + b est un entier pour tout entier b. 


Montrons maintenant, par récurrence sur n = Card (I), que > a, est un 
iel 
entier, C’est évident sir = 0, car alors I = Ø et > a; = 0. Si Card (I) = n + 1, 
iel 
onal= J U {k}, avec Card (J) = netk é J; alors 5 4 = A + > a; (III, p. 26, 
iel ieJ 
prop. 5). L'hypothèse de récurrence est que >` a, est un entier; il en est donc de 
ieJ 
même de a; + > a, d’après ce qui vient d’être démontré. Cela prouve que 
ieJ 
> a; est entier pour tout n. 
i Comme le produit ab de deux entiers a et b est la somme d’une famille finie 
d’entiers égaux à a (III, p. 27, cor. 2), ab est un entier. Montrons, par récurrence sur 


n = Card (I), que Il a, est un entier. C’est vrai pour n = 0, car alors R a = 1. 
tE € 
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D’autre part, si Card (I) = n + 1, on a (avec les mêmes notations que ci-dessus), 


Il a = 4. II a; (III, p. 26, prop. 5), donc l'hypothèse de récurrence entraine 
tE ie 


que lI a est un entier. Par suite, Il a, est un entier pour tout n. 
1€ tE 


COROLLAIRE l. — La réunion E d’une famille finie (X;)icı d'ensembles finis est un 
ensemble fini. 


En effet, l’ensemble somme S de la famille (X,) est fini. Comme il existe une 
application de S sur E (II, p. 30), Pensemble E est fini (III, p. 32, cor. 3). 


COROLLAIRE 2. — Le produit d’une famille finie d'ensembles finis est un ensemble fini. 


COROLLAIRE 3. — Si a et b sont des entiers, a est un entier. 
En effet, a? est le produit d’une famille finie d’entiers égaux à a (III, p. 28, 
prop. 10). 


COROLLAIRE 4. — L'ensemble des parties d’un ensemble fini E est fini. 
En effet, son cardinal est 2°@rd® (III, p. 29, prop. 12). 


2. Inégalités strictes entre entiers 


PROPOSITION 2. — Soient a et b deux entiers; pour que a < b, il faut et il suffit qu’il 
existe un entier c > Otdqueb=a+c. 

En effet, si a < b, on sait qu’il existe un cardinal c < b (qui est donc un entier 
(III, p. 31, prop. 2)) tel que b = a + c (III, p. 29, prop. 13); si a # b, on a 
nécessairement c # 0. Inversement, si b = a + c et c #0, on ac > 1, donc 
a<a+l<a+c=b. 


PROPOSITION 3. — Soient (a;)jer et (bicer deux familles finies d’entiers telles que 

a; < b; pour toutie I et a, < b, pour un indice i au moins. On a alors > a, < > b Si 

on suppose de plus b, > O pour tout ie I, on a bl a, < Il b; ii i 
Soit j un indice tel que a; < b;, et posons J = I = {j}. Ona b; = a; + c; avec 


c; > 0 (prop. 2), donc (III, p. 30, prop. 14) 


Sh=a;+e+) h>c+a+) a=c;+)a 
ieJ ieJ tel 


iel 
et comme c; > 0, on en déduit la première assertion (prop. 2). De même 
TIa, = (a; + c;) TIa, = all bi + c.II b, > [la + clI bi; 
tel ied ieJ ieJ tel ieJ 


or, comme c; et tous les ġ; sont #0, le produit ¢,. II b, est #0 (III, p. 28, prop. 7); 


la seconde assertion en résulte, compte tenu de la prop. 2. 
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COROLLAIRE 1. — Soient a, a’ et b des entiers tels que a < a’ etb > Q; alors a < a™ 

Il suffit d'exprimer a? et a’? comme produits de familles finies d’entiers (III, 
p. 28, prop. 10) et d’appliquer la prop. 3, en remarquant que la relation a < a’ 
implique a’. > 0. 


COROLLAIRE 2. — Soient a, b et b' des entiers tels que a > 1 etb < b'; on a alors 
aœ < a. 

En effet, il existe un entier c > 0 tel que 5’ = b + c (prop. 2); comme c > |, 
onaa > a > l; d’où a = aa > a. 


CoROLLAIRE 3. — Soient a, b, b' des entiers (resp. des entiers tels que a > 0). Pour que 
lon ait a + b = a + b' (resp. ab = ab'), il faut et il suffit que l’on ait b = b'. 

En effet, si b  b', on a par exemple b < b', et la prop. 3 montre que 
a+b<a+b'et ab < ab (sia > 0). 


COROLLAIRE 4. — Si a et b sont des entiers tels que a < b, il existe un entier c et un seul tel 
gub=a+c. 

L'existence de c résulte de la prop. 13 de III, p. 29, et son unicité du cor. 3 
ci-dessus. 


L’entier c tel que b = a + c (pour a < b) s'appelle la difference des entiers b et 
a, et se note b — a. On vérifie aussitôt que, si a, b, a’, b’ sont des entiers tels que 
a<beta  <b',ona 


Beben. 


3. Intervalles dans les ensembles d’entiers 


Tout ensemble d’entiers, étant un ensemble de cardinaux, est bien ordonné (III, 
p. 24, th. 1); en outre, pour tout entier a, la relation «x est un cardinal et 
x < a» est collectivisante (III, p. 25, Remarque), et l’ensemble des x vérifiant 
cette relation est un ensemble d’entiers (III, p. 31, prop. 2) que l’on peut donc 
noter (0, a). 


PROPOSITION 4. — Soient a et b des entiers; l'application x +> a + x est un isomorphisme 
strictement croissant de l'intervalle (0, b) sur l'intervalle (a, a + b), et y >y — a est 
l’isomorbhisme réciproque. 

Il est clair que les relations 0 < x < b entraînent 


a<a+x<a+b; 


Papplication x ++ a + x est strictement croissante (donc injective) en raison de 
la prop. 3 de III, p. 36. Enfin, les relations a < y < a + b entraînent y = a + x 
avec x > Qeta + x <a + b, d’où x < b (III, p. 36, prop. 3), ce qui achève la 
démonstration. 
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Proposttion 5. — Si a et b sont des entiers tels que a < b, l’intervalle (a, b) est un en- 
semble fini dont le nombre d’elements est (b — a) + 1. 

En vertu de la prop. 4, on peut se limiter au cas où a = 0. Démontrons la 
proposition par récurrence sur b. Elle est évidente pour 5 = 0. D’autre part, la 
relation 0 < x < b + l équivaut à «0 < x < b + lou x = b + let la relation 
O < x < b + 1 équivaut à 0 < x < b (III, p. 31, prop. 2); autrement dit, 
l'intervalle (0, b + 1) est réunion de (0, b) et de {b + 1}, et ces deux ensembles 
ne se rencontrent pas; en vertu de [hypothèse de récurrence, le nombre d’élé- 
ments de (0,5 + 1) est égal à ( + 1) + 1, ce qui établit la proposition. 


PROPOSITION 6. — Pour tout ensemble fini E, totalement ordonné, ayant n éléments (n > 1), 
il existe un isomorphisme et un seul de E sur l'intervalle (1, n). 

Comme E et (1, n} sont bien ordonnés (III, p. 34, cor. 1), et ont même 
nombre d’éléments (prop. 5), la proposition résulte de III, p. 21, th. 3 et p. 31, 
cor. 2. 


4, Suites finies 


On appelle suite finie (resp. suite finie d'éléments d’un ensemble E) une famille (resp. 
une famille d'éléments de E) dont l’ensemble d’indices est un ensemble fini I 
d’entiers; le nombre d’éléments de I s’appelle alors la longueur de la suite. 

Soit (4);jer une suite finie de longueur n. En vertu de la prop. 6, il 
existe un isomorphisme fet un seul de l’intervalle (1, n} sur l’ensemble d’entiers I. 
Pour tout ke (1, n), on dit que tg est le k-eme terme de la suite; tiay (resp. trm) 
s’appelle le premier (resp. dernier) terme de la suite. 

Soit Pf} une relation telle que les ¿ pour lesquels on a Pi} forment un ensemble 
fini I d’entiers; une suite finie (f;);., se note alors souvent (t;)pg; Par exemple, 
lorsque I = (a, b), on emploie souvent la notation (4), <;<,. Dans les mêmes con- 
ditions, pour désigner, par exemple, le produit d’une famille d’ensembles 

b 


"Xlien on utilise les notations ĮI X; et IT X;; notations analogues pour la 
Psis i=a 


réunion, l'intersection, le produit cardinal, la somme cardinale, *les lois de 
composition en Algèbre (A, I, $ 1),, etc. 


5. Fonctions caractéristiques d’ensembles 


Soient E un ensemble, A une partie de E. On appelle fonction caracteristique 
de la partie A de E l’application p, de E dans l’ensemble {0, 1} définie par les 
conditions: 


pa(x) = 1 pour xeA; œa(x) = 0 pour xeE— A. 


Il est immédiat que la relation +4 = 9, équivaut à A = B; on a œg{x) = 1 
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pour tout x € E, o,(x) = 0 pour tout x € E et ce sont les seules fonctions carac- 
téristiques constantes dans E. En outre, la proposition suivante découle aussitôt 
des définitions: 


PROPOSITION 7. — Pour tout couple de parties A, B d’un ensemble E, on a 


(1) pena(x) = l — pA(x) 
(2) Pans(x) = pA(x)ps(x) 
(3) PauB(X) + Panr(x) = pA(x) + ox) 


pour tout xe E. 


6. Division euclidienne 


THÉORÈME 1. — Soient a et b des entiers tels que b > 0; il existe des entiers q et r tels que 
a = bq + retr < b, etles entiers q et r sont déterminés de façon unique par ces conditions. 

Les conditions imposées sont équivalentes à bg < a < b(q + 1) etr =a — bq 
(III, p. 36, prop. 2). Tout revient donc à trouver q tel que bq < a < b(q + 1); 
autrement dit, q doit être le plus petit entier tel que a < b(q + 1), ce qui 
montre que q et r = a — bq sont déterminés de façon unique. Pour montrer leur 
existence, remarquons qu’il existe des entiers p tels que a < bp, ne serait-ce 
que a + 1, puisque 5 > 0. Soit m le plus petit de ces entiers; on a m # 0, et 
on peut donc écrire m = q + l avec g < m (III, p. 31, prop. 2); il en résulte que 
bg < a < b(g + 1). 


DÉFINITION 1. — Les notations étant celles du th. 1, on dit que r est le reste de la division 
de a par b. Sir = 0, on dit que a est multiple de b, ou que a est divisible par b, ou que b est 
un diviseur de a, ou que b divise a; le nombre q s'appelle alors le quotient de a par b et se 
note z ou ajb. 

Lorsque a n’est pas multiple de b, le nombre q s'appelle la partie entière du 
quotient de a par b (cf. TG, IV, §8). 


Dans ce chapitre, le seul fait d’écrire a/b ou ; impliquera que b divise a. 


Les relations a = bq et q = ajb sont équivalentes (sid > 0). Tout multiple a’ 
d'un multiple a de 5 est multiple de b, et Pon a a’/b = (a'Ja)(a/b) si a Z 0. 
D’autre part, si c et d sont des multiples de b, c + d, etc — d (lorsque d < c) sont 
des multiples de b, et l’on a 

ALES st c-d_ c d 
b 6 6 b b + 

Les entiers multiples de 2 sont dits pairs, les autres impairs; ces derniers sont de 

la forme 2n + 1, d’après le th. 1. 
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7. Développement de base b 


PROPOSITION 8. — Soit b un entier > 1. Pour tout entier k > O, soit Ep le produit 

lexicographique (III, p. 22) de la famille (J,)o<n<r-.ı d’intervalles tous identiques à 
k-1 

(0, b — 1). Pour tout r = (ro, fi... 1x1) € Ex, soit flr) = > nb ht; Pappli- 
h=0 

cation fẹ est un isomorphisme de l’ensemble ordonné E, sur l’intervalle (0, b* — 1). 

Nous démontrerons la proposition par récurrence sur k; elle découle aussitôt 
des définitions pour k = 1. Pour tout r = (76,...,rx_1, rx) € Ex posons 
or) = (ro,..., 1x1) € Ex; l'application r > (ofr),r,) est un isomorphisme de 
E,.. sur le produit lexicographique de E, et de J = (0, b — 1}, comme il résulte 
des définitions. On peut écrire f,,1(r) = b.f.(o(r)) + rk; montrons que la rela- 
tion r < r’ dans E,., entraine f,,.(r) < f,,.1(r'). En effet, on a alors, ou bien 
plr) < ẹ(r'), ou bien ọ(r) = (r) etre < rp. Dans le premier cas, l'hypothèse de 
récurrence entraîne que felelr)) < fi(o(r')), donc (III, p. 31, prop. 2) 
Atetr)) > fer) + 1; par suite fesi(r') > b-felelr)) + b > fesilr), puisque 
re < b — | (III, p. 36, prop. 3). Si au contraire o(r) = œ(r') et r, < rs, il est 
immédiat que frsılr) < fxsitr'). D'autre part, lhypothèse de récurrence 
montre que f,((r)) < BF — 1, d’où feil) < b(t — 1) +b- 1 = bti], 
On en conclut que fy +1 est un isomorphisme de E,,, sur une partie de l'intervalle 
(0, 5**? — 1); mais comme cet intervalle et E; +; ont le même nombre d'éléments 
b**! (ITI, p. 38, prop. 5), fk:1 est une bijection (III, p. 32, cor. 4), ce qui 
achève la démonstration. 


Remarquons maintenant que, pour tout entier a, on a a < b°: il suffit de 
raisonner par récurrence sur a, la proposition étant évidente pour a = 0, et 
l'hypothèse a < b° entraînant a + 1 < b° < b.b? = b**! (III, p. 36, prop. 3 
et p. 31, prop. 2). Il existe donc un plus petit entier k tel que a < bf, et la prop. 8 
prouve alors qu’il existe une suite finie et une seule (r,)o<n<erx-1 telle que 


k=1 
Osn sb-] pour D<h<EÆk—TI et a = BEN en outre, on a 
h=0 
nécessairement 7, > 0, sans quoi on déduirait de la prop. 8 quea < b*=1, On dit 
k-1 
que 5 r b» est le développement de base b du nombre entier a. 
n=0 


* Dans toutes les parties des mathématiques où on n’a pas en vue le calcul 
numérique, la prop. 8 sera surtout .utile lorsqu’elle sera appliquée à un entier b 
premier.» 

Lorsque l’entier b est assez petit pour que cela soit praticable, on peut représenter 
chaque entier < b par un symbole distinctif appelé chiffre, les chiffres représentant 0 et 

k-1 


1 étant en général 0 et 1. Soient a un entier et > rnb" "=! son développement de 
h=0 

base b; si l’entier k figurant dans ce développement est assez petit pour que ce soit 

practicable, on convient d’associer à l’entier a la succession de symboles obtenue en 

écrivant de gauche à droite ror1...rK-2",.-1 et en remplaçant chaque entier r, par le 

chiffre qui le représente; le symbole ainsi obtenu est appelé le symbole numérique 
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Wr: 
or 


associé à a. On remplace alors souvent a par son symbole numérique dans les termes 
ou relations où il figure. 

Par exemple, si C, Q, F, D sont des chiffres, les symboles numériques 
CQ, CQF, COFD sont respectivement associés à Cb + Q, C + Qb +F, 
CBS + Qb + Fb + D. 

Tl résulte de la prop. 8 que le symbole numérique associé à un entier a est unique, 
et que, si a < ġ*, il contient A chiffres au plus. On notera que le symbole numérique 
associé à l’entier b* est formé du chiffre 1 suivi de $ chiffres 0. 

Ce système de représentation des entiers par des symboles numériques s’appelle le 
système de numération de base b. Dans la pratique du Calcul numérique, on utilise les 
systèmes suivants: a) le système de base 2 ou système dyadique, où les chiffres sont 0 et 1; 
b) le système décimal, dans lequel les chiffres sont 0, 1, 2,3, 4,5 = 4 + 1,6 =5 +1. 
T7=64+1, 8—7 +1, 9 = 8 + 1, et où b est l’entier 9 + I (dont le symbole 
numérique est donc 10 dans ce système). 

Depuis le Moyen Age, le système décimal est traditionnellement utilisé dans le 
Calcul numérique, et c'est celui dont nous nous scrvirons lorsque nous aurons à écrire 
un entier explicité dans la suite de cet ouvrage. Nous renvoyons à la partie de ce 
Traité consacrée au Calcul numérique pour l’exposé des méthodes qui permettent 
d’obtenir les symboles numériques associés à la somme, la difference, le produit 
ou la partie entière du quotient de deux entiers donnés par leurs symboles 
numériques. 


8. Analyse combinatoire 
Proposirion 9 (principe des bergers). — Soient E et F deux ensembles, a et b leurs 


` . SL m Š 
cardinaux, f une surjection de E sur F telle que les ensembles f(y), pour y € F, aient tous 
même cardinal c; on a alors a = be. 


1 
En effet, la famille ( f(y))yer est une partition de E, dont chaque élément est 
un ensemble de cardinal c; d’où la proposition (III, p. 27, cor. 2). 


Dérinirion 2. — Soit n un entier; on note n! (qui se lit « factorielle n ») le produit 


IIe+D. 


ien 

On a 0! = I (II, p. 32) et 1! = 1; il est clair que, pour tout entier n, 
(n + 1)! = n!({n + 1). Cette dernière relation, jointe à la relation 0! = 1, 
caractérise le terme n!, comme on le voit par récurrence sur n. 


PROPOSITION 10. — Soient m et n des entiers tels que m < n. Alors n!/{n — m)! est le 
nombre des applications injectives d’un ensemble A à m éléments dans un ensemble B à n 
éléments. 

Procédons par récurrence sur le nombre m < n d’éléments de A. La pro- 
position est évidente pour m = 0. Supposons que m + 1 < n, et soient A un 
ensemble à »m + 1 éléments, A’ une partie de A ayant m éléments, et {a} = A — 4’, 
Soient F et F’ les ensembles d’applications injectives de A et A’ respectivement 
dans B, et soit + l’application fif! A’ qui, à toute fonction fe F, fait corres- 


-1 
pondre sa restriction à A’. Pour toute fonction f’ € F', un élément f de ọ(f') est 
determine de façon unique par sa valeur f(a); comme fest injective, on doit avoir 
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-1 
f(a eB = f'(A’). Il en résulte g(f’) a même nombre d'éléments n — m que 


B — f’(A’); le principe des bergers montre alors que F possède 


n! n! 


e (n-m! m- m-l)! 


éléments, en vertu de l'hypothèse de récurrence, et cela démontre la proposition. 


COROLLAIRE. — Le nombre de permutations d’un ensemble fini à n éléments est égal à n!. 
En effet, ce nombre est égal au nombre des injections de Pensemble dans lui- 
même (III, p. 32, cor. 4). 


PROPOSITION 11. — Soient E un ensemble fini à n éléments, et (fi): <;<, une suite finie 


<s 


h 

d’entiers telle que > pı = n. Alors le nombre des recouvrements (X,)ı<i<n de E par des 
i=1 

ensembles mutuellement disjoints tels que Card (X;) = p; pour 1 < i < h, est égal à 


h 
n! Ill pil 
is 
Soient G l’ensemble des permutations de E, P l’ensemble des recouvrements 
h 
(Xi) cien satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Comme >, pi = n, P n’est pas 
i=1 
vide. Soit (A,)ı<;c„ un élément de P. Pour toute permutation feG, la famille 
(f(Ai))1<ien appartient encore à P; designons-la par ${ f). Pour tout élément 
(X,)ı<icn de P, cherchons le nombre d'éléments fe G tels que g(f) = (X). 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout indice 1, on ait f{A;) = X;; 
donc l’ensemble des permutations f considérées est équipotent au produit des 


ensembles de bijections de A, sur X, (II, p. 29, prop. 8); par conséquent l’en- 
h 


= á 
semble p ((X,)ı<icn) a [1 pi! éléments (cor. de la prop. 10). Comme G an! 
i= 


elements, il suffit d’appliquer le principe des bergers pour obtenir la prop. 11. 


COROLLAIRE |. — Soient A un ensemble à n éléments, et p un entier <n. Le nombre des 
n! 

p!{n — p)! 

Il suffit d’appliquer la prop. 11 au cas où A = ?,f, = p, fa = n — p. 


parties à p éléments de A est 


Le nombre des parties à p éléments d’un ensemble à n éléments (si p < n) se 


note () et s'appelle (pour des raisons qui apparaîtront en A, I, $ 8, n° 2) le coefficient 


: , na | n a! ; N 
binomial d’indices n et p. De la relation = ——— résulte aussitôt que l’on a 
$ q 


, TE 2)! 
() = (n - N 
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Ceci résulte aussi du fait que, si E est un ensemble à n éléments, X + E = X est 
une bijection de l’ensemble des parties à p éléments de E sur l’ensemble des parties à 
n — p éléments de E. 


n 3 
On pose () = 0 pour tout couple d’entiers naturels tels que p > n. Avec cette 


+ DEREN 214 ’ } 214 n 
convention, le nombre des parties à p éléments d’un ensemble à n éléments est f 
D, 

pour tout entier naturel p. 


ÜOROLLAIRE 2. — Soient E et F des ensembles finis totalement ordonnés ayant respective- 
ment p et n éléments. Le nombre des applications strictement croissantes de E dans F est alors 


() 
p 

En effet, unc telle application est une injection de E dans F et, comme E et F 
sont bien ordonnés (IJI, p. 34, cor. 1), pour toute partie X à p éléments de F, il 


existe une application strictement croissante de E sur X et une seule (III, p. 21, 


th. 3). 
, n 
PROPOSITION 12. — Pout tout entier n, on a > (7) = 9n, 
p 
En effet, si E est un ensemble à n éléments, le premier membre est le nombre 


des parties de E et on applique III, p. 29, prop. 12. 


PROPOSITION 13. — Soient n et p des entiers; on a 


ter n ` N n 
D \p+ 1) () 

Soient E un ensemble à n + 1 éléments, P l’ensemble des parties à p + 1 
éléments de E, a un élément de E, et E’ = E = {a}. Notons P’ (resp. P”) Pen- 


semble des parties à p + 1 éléments de E qui contiennent a (resp. qui ne con- 
tiennent pas a). L'ensemble P” est l’ensemble des parties ap + 1 éléments de E’, 


et a donc | ) éléments. L'application X => X NE’ est une bijection de P’ 


n 
+1 

EEE? eh 1) 55 | 
sur l’ensemble des parties à p éléments de E’; P’ a donc (0) éléments. La proposi- 
tion résulte de ce que P est réunion des ensembles disjoints P’ et P”. 


On peut démontrer la prop. 13 par un calcul facile utilisant la formule () = 


! 
ICT pour $ < n. 
PROPOSITION 14. — Soit n un entier >0; le nombre a, (resp. b,) des couples (i,j; 
d’entiers tels que 1<i<j<n (resp. 1<i<j<n) est rl (resp. 


An 2) 
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En effet, b, est le nombre des parties à 2 éléments de (1, n); donc b, = 

! en 
a — 5) = M On en déduit a, en remarquant que l’ensemble des 
couples (1,7) tels que 1 < i < j < n est la réunion de l’ensemble des couples 
(i, j) tels que 1 < à < j < net de l’ensemble des couples (i, :) où 1 < i < n; d’où 


n(n + | 
dan = nn + ba = en, 
; no, nfnr +I 
COROLLAIRE. — Pour tout entier n > O, ona > ı = a 
i=1 


Dans l’ensemble A des couples d’entiers (i, j) tels que 1 x? < j < n, notons 
A, l’ensemble des couples (i,k), où 1 < ¿ < k (pour un entier quelconque 
k < n); le nombre d'éléments de A, est k; d’autre part (A,.)ı <x <n est une partition 
de À, d’où le corollaire. 


PROPOSITION 15. — Soient n et h des entiers, et E un ensemble à h éléments. Le nombre des 


applications u de E dans (0, n) telles que > u(x) < n (resp. > u(x) = n pourh > 0) 


(' + r) x 4 +h- ')) KEE EE 
n ( P h-il 


Soit A (4, n) (resp. B(h, n)) le nombre des applications u de E dans (0, n) telles 
que > u(x) < n (resp. 2 u(x) = n pour À > 0). Montrons d’abord que 
xeE xeE 
Ah — 1,n) = B(h,n); en effet, soit E’ une partie de E à h — 1 éléments, et soit 
a = E = E’; si u est une application de E dans (0, n) telle que > u(x) = n, sa 
xeE 
sestriction u’ à E est telle que I u’(x) < n, et en outre u(a) = n — > u'(x). 
xeE xeE 
Réciproquement, toute application u’ de E’ dans (0, nJsatisfaisant à > w'{x) < n 
xeE 
définit une application et une seule u de E dans (0, n}, dont elle est la restriction, 
et telle que > u(x) = n. 
xeE 
Remarquons maintenant que si > u(x) < n, on a, soit > u(x) = n, soit 
xeE xeE 
= u(x) < n — 1, les deux éventualités s’excluant mutuellement. Par suite 
xeE 
Alh,n) = A(h,n — 1) + B(h,n) = A(h,n — 1) + A(k — 1,n). 


Comme A(0,0) = 1 = Io). la formule A(h,n) = à 5 ) résulte de ce qui 


2récède et de la prop. 13 (III, p. 43), par récurrence sur n + Å. 


* Le nombre des monômes à h indéterminées XT:X32...Xyr de degré total <n est 
évidemment égal au nombre des applications i > x; de (1, Ah) dans (0, n) telles que 


à H ) en vertu de la prop. 15; ce nombre est aussi 


celui des monömes à h + 1 indéterminées de degré total n (cf. A, IV,$ 1), 


h 
2 a; < n; il est par suite égal à ( 
i=0 
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$6. ENSEMBLES INFINIS 


1. L'ensemble des entiers naturels 


DÉFINITION 1. — On dit qu’un ensemble est infini s'il n’est pas fini. 


En particulier, un cardinal est infini s’il n’est pas un entier. 

Remarquons que la relation «il existe un ensemble infini » entraine que la 
relation «x est un entier » est collectivisante (IL, p. 3); en effet, si a est un cardinal 
infini, et n un entier quelconque, on ne peut avoir a < n (III, p. 31, prop. 2); 
on a donc n < a pour tout entier n, ce qui prouve que l’ensemble des entiers < a 
(III, p. 25, Remarque) contient tous les entiers. Inversement, si la relation «x est 
un entier » est collectivisante, l’ensemble des entiers E est un ensemble infini: en 
effet, pour tout entier n, l'intervalle {0, n) est une partie à n + 1 éléments de E 
(III, p. 38, prop. 5), donc Card (E) > n + 1 > n; mais dire que Card (E) # n 
pour tout entier n signifie que E est infini. 

Introduisons l’axiome suivant: 


A4 («axiome de l'infini »). X existe un ensemble infini. 


On ne sait pas déduire cet axiome des axiomes et schémas d’axiomes introduits 
jusqu'ici, et, bien que la question ne soit pas définitivement tranchée, il est à présumer 
qu’il en est indépendant. 


Les remarques qui précèdent prouvent alors le théorème suivant: 


THÉORÈME 1. — La relation «x est un entier » est collectivisante. 


Nous désignerons par N l’ensemble des entiers (dit aussi « ensemble des entiers 
naturels » lorsqu’on veut éviter les confusions). Le cardinal de N se note aussi No. 
Quand on considère N comme ensemble ordonné, il s’agit toujours de l’ordre (dit 
usuel) défini dans III, p. 24, sauf mention expresse du contraire. 


DÉFINITION 2. — On appelle suite (resp. suite d'éléments d’un ensemble E) une famille 
(resp. une famille d'éléments de E) dont l’ensemble d'indices est une partie de N; la suite 
est dite infinie si son ensemble d’indices est une partie infinie de N. 


Soit Pin! une relation; notons I l’ensemble des entiers n tels que Pin? soit vraie, 
qui est donc une partie de N; une suite (x,),. Se note souvent (x,)p;; On dit que 
x, est le terme d’indice n de la suite. Une suite dont l’ensemble d’indices est l’en- 
semble des entiers n > k se note souvent (x,)L<, OU (x): ou même (x,) 
lorsque k = 0 ou k = 1. Dans les mêmes conditions, pour désigner, par exemple, 


le produit de la suite d’ensembles (X,)nen on utilise les notations LE X, et 
co n 


Į I X,; notations analogues pour la réunion, l'intersection, la somme cardinale 
n=k 

et le produit cardinal. 

Toute sous-famille d’une suite est une suite, qu’on dit extraite de la suite 


considérée. 
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On dit que deux suites (&,)nen (Yn)nsı ayant même ensemble d’indices ne 
different que par l’ordre des termes s’il existe une permutation f de l’ensemble d'indices 
I telle que l’on ait Xim = Yn pour tout nel. 

On appelle suite multiple une famille dont l’ensemble d’indices est une partie 
d’un produit N? (p entier) (on dit encore «suite p-uple », «suite double » pour 
p = 2, «suite triple » pour = 3, etc.). 

Soient I un ensemble équipotent à N, f une bijection de N sur I. Pour toute 
famille (x,),.; ayant I pour ensemble d’indices, la suite n > Xp) est dite obtenue 
en rangeant dans l’ordre défini par f la famille (x,) er, Les suites correspondant ainsi 
à deux bijections distinctes de N sur I ne diffèrent que par l’ordre des termes. Pour 
une famille finie ayant un ensemble d’indices I à n éléments, on définit de même 
une suite finie ayant pour ensemble d’indices (1, n) ou (0, n — 1) en rangeant la 
famille dans l’ordre défini par une bijection de I sur l’un des intervalles précédents. 


2. Définition d’applications par récurrence 


L'ensemble N étant bien ordonné, on peut lui appliquer le critère C60 (III, 
p. 18), qui s'écrit ici (avec les mêmes notations) : 


C62. Soient u une lettre, Tiuf un terme. Il existe un ensemble U et une application f 
de N sur U tels que, pour tout entier n, on ait f(n) = Ti f™, en désignant par f 
lapplication de (0, nf sur J((0, n() qui coïncide avec f dans (0, nl. L'ensemble U et 
lapplication f sont alors déterminés de façon unique par cette condition. 


Nous allons en déduire le critère suivant: 


C63. Soient Sivi et a deux termes. Il existe un ensemble V et une application f de N sur 
V tels que l’on ait f(0) = a et, pour tout entier n > 1, fin) = St fin — 1)$. En outre, 
l'ensemble V et l'application f sont déterminés de façon unique par ces conditions. 

Pour déduire C63 de C62,' convenons, pour toute lettre u, de poser 


D(u) = 6,(xeN et (dy) ((x, y) € pri(pri(u)))). 


Lorsque u est une application d’une partie de N dans un ensemble, D(u) n’est 
donc pas autre chose que l’ensemble de définition de u (II, p. 10). Soit M(u) la 
borne supérieure de D(u) dans N.? Soit p l'application vide (ayant Øg comme en- 
semble de départ et ensemble d’arrivée, autrement dit (II, p. 14) le triplet 
(2, Ø, 8)); considérons la relation 


(u = ọ ety = a) ou (u # vety = Siu(M(u))}) 


que nous designerons par Riy, uf; enfin, soit T{u$ le terme x, (Ry, u$). Appliquons 


1 On pourrait aussi démontrer C63 directement, par un raisonnement analogue à la démonstra- 
tion de C60 (III, p. 18). 

2 La définition de la borne supérieure (III, p. 10) peut être formulée de telle sorte qu’elle garde 
un sens même pour un ensemble non majoré (elle désigne un terme du langage formalisé de la forme 
Ta(Rixi), que le lecteur explicitera sans peine). 
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le critère C62 au terme Tiuj; comme f® est égal à 9, on a T fO% = a, donc 
f(0) = a; si au contraire n > 0, on a D(f™) = (0,n - Iet M(f®) =n- 1, 
d'où TÍ = SFr — Di = S/a - DE 


Exemples 

1) Supposons que a soit un élément d’un ensemble E et Sfuf le terme g{u), 
où g est une application de E dans lui-même.! Alors, on voit aussitôt par ré- 
currence sur n que, pour tout n € N, on a f(n) e E; fest par suite une application 
de N dans E telle que f(0) = a et f(n + 1) = g(f(n)) pour tout entier n. 

De même, soit h une application de N x E dans E, et soit ) l'application de 
N x E dans lui-même définie par y(n, x) = (n + 1, A(n, x)). D’après ce qui 
précède, il existe une application g = (0,f) de N dans N x E et une seule telle 
que g(0) = (0, a) etg(n + 1) = Y{g(x)) pour tout z; on en conclut l'existence et 
Punicite d’une application f de N dans E telle que f(0) = a et f(n + 1) = 
h(n, f(n)) pour tout entier n. 

2) Soient X un ensemble, E l’ensemble des applications de X dans lui-même; 
soient e l’application identique de X dans lui-même, et f un élément quelconque 
de E. Prenons pour S{uf le terme fo u.? On voit, par application de C63, qu'il 
existe une application de N dans E et une seule, notée n > f”, telle que f° = e 
et ftt = fo f”. On dit que f” est la n-eme itérée de l’application f. 

3) Si on prend pour Si le terme ‘PB (u), et pour a un ensemble E, on voit de même 


qu’il existe une application, notée n > Ÿ"{E) de N dans un ensemble V(E), telle que 
MCE) = E, RHE) = P(E) et Pr'i(E) = P(P(E)) pour tout entier n. 


Remarque. — Soient E un ensemble, A une partie de E, g une application de À dans 
E, a un élément de A. Prenons pour Six le terme g(u). On peut appliquer le critère 
C63, qui prouve l'existence d’une application f de N sur un ensemble V, telle que 
JO) = aet f(n + 1) = g(f(n)) pour tout entier n. Il peut se faire que V < A; sinon, 
soit p le plus grand entier tel que f((0, #)) € A; on a alors f(p + 1) = g(p)É A ct 
g(g(p)) est un terme dont on ne peut plus rien dire. Aussi considère-t-on dans ce cas 
que f est définie seulement dans l’intervalle (0, p + 1} (« récurrence limitée »). 


3. Calcul sur les cardinaux infinis 


THEOREME 2. — Pour tout cardinal infini a, on a a? = a. 
Nous utiliserons deux lemmes. 


Lemme 1. — Tout ensemble infini E contient un ensemble équipotent à N. 

Il existe sur E une relation de bon ordre (III, p. 20, th. 1) que nous noterons 
x < y. L'hypothèse entraine que l’ensemble bien ordonné E ne peut être iso- 
morphe à un segment de N distinct de N, car un tel segment est de la forme 

1 Si g = (G, E, E), le terme g(u) est le terme désigné par 

Ty((u, y) eG). 
2 Il s’agit ici du terme désigné par (T, X, X), T étant le terme désigné par 
{z| z est un couple et (3y)((prı z, y) € prı(prı(u)) et (y, prez) € pri(pri(f)))}. 
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(0, n) (III, p. 16, prop. 1), donc est fini (III, p. 38, prop. 5). Il en résulte que N 
est isomorphe à un segment de E (III, p. 21, th. 3), d’où le lemme. 


Lemme 2. — L'ensemble N x N est équipotent à N. 

Comme N x N contient l’ensemble {0} x N, équipotent à N, on a 
Card (N) < Card (N x N). D’autre part, nous allons définir une injection f 
de N x N dans N. Pour cela, remarquons qu’il existe une injection © de N dans 
l’ensemble des applications de N dans I = {0, 1}, obtenue comme suit: si r est 

f= 
le plus petit entier tel que n < 2°, ct > 277 #71 Je développement dyadique de 
k=0 
n (II, p. 41), o(n) est la suite (u„)men telle que um = &,_„-ı pour m < r et 
un = 0 pour m > r; la prop. 8 de IIl, p. 40 montre que # est injective. Cela 
étant, pour tout couple (n, n°) EN x N, nous définirons f(n, n’) de la façon 
suivant: si o(n) = (Um) etp(n’) = (Um) f(n, n’) sera l’entier s tel que o(s) = (Wm) 
OÙ Wom = Um Et Wom+1i = Um pour tout m € N; il est clair que la relation f(n, n’) = 
f(n n) entraîne œ(») = g(n,) et p(n’) = w(x;) donc (n, n’) = (n;, n1), ce qui 
prouve que f est injective. On a par suite Card (N x N) < Card (N), ce qui 
achève de démontrer le lemme. 


Ces lemmes étant établis, soit E un ensemble tel que Card (E) = a. Soit D 
une partie de E équipotente à N (lemme 1); il existe une application bijective 
% de D sur D x D (lemme 2). Soit % l’ensemble des couples (X, 4), où X est 
une partie de E contenant D, et Ÿ une application bijective de X sur X x X pro- 
longeant pọ. Ordonnons l’ensemble Y% par la relation 


«X c X’ et y est un prolongement de d» 


entre (X, 0) et (X’, y’); on vérifie aussitôt que M est un ensemble inductif (cf. 
III, p. 20, Exemple 2). Il existe donc dans M un élément maximal (F,f) en 
vertu de III, p. 20, th. 2. Montrons que Card (F) = a, ce qui démontrera le 
théorème. Dans le cas contraire, comme b = Card (F) est tel que b = b? et est 
infini, on ab < 26 < 36 < b? = b (III, p. 30, prop. 14), donc 26 = b et 
36 = b. De l'hypothèse b < a, il résulte que Card (E = F) > b, car dans le cas 
contraire, on aurait Card (E) < 2b = 6, ct on a supposé b < Card (E). Il existe 
donc une partie Y € E— F équipotente à F; posons Z = F U Y, et montrons 
qu’il existe une bijection g de Z sur Z x Z qui prolonge f. On a en effet 


ZxZ=(FxFU(F x Y}U(Y x F}U(Y x Y). 


et les quatre ensembles dont le second membre est réunion sont deux à deux 
disjoints; comme F et Y sont équipotents, on a 


Card (F x Y) = Card (Y x F) = Card (Y x Y) = b? = b, 
d’où 
Card ((F x Y) U (Y x F) u (Y x Y)) = 36 =b. 
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un 
D 


Il y a donc une application bijective f} de Y sur l’ensemble 
(F x Y)U(Y x F}U(Y x Y); 


l'application g de Z dans Z x Z égale à f dans F et à fı dans Y est alors une bi- 
jection qui prolonge f, ce qui est contraire à la définition de f. 


COROLLAIRE 1. — Si a est un cardinal infini, on a à" = a pour tout entier n > 1. 
C’est évident par récurrence sur n. 


COROLLAIRE 2. — Le produit d’une famille finie (aiey de cardinaux non nuls, dont le 
plus grand est un cardinal infini a, est égal à a. 

Soit b ce produit, et soit n le nombre d’éléments de I; on a b < a" = 
p. 30, prop. 14); d’autre part, comme «a, > | pour tout à, on a b > 
p. 30, prop. 14). 


a (II, 
a (III, 
COROLLAIRE 3. — Soient à un cardinal infini, et (a,),er une famille de cardinaux <a 


dont l'ensemble d'indices I ait un cardinal < a. On a alors 


pour un indice ı au moins, > a = à 
wel 


Soit b le cardinal del; on a alors > a, < ab < a? = a (IH, p. 30, prop. 14) 
et > a, > a, pour tout K € I = 


D a, < a; en outre, si a, = à 


tel 


COROLLAIRE 4.— Si a et b sont deux cardinaux non nuls dont l’un est infini, on a 
ab = a + b = sup (a, b). 
Cela résulte aussitôt des cor. 2 et 3. 


4. Ensembles dénombrables 


DÉFINITION 3. — On dit qu’un ensemble est dénombrable s’il est équipotent à une partie de 
l’ensemble N des entiers. 


Proposıtion 1.— Toute partie d’un ensemble dénombrable est denombrable. Le produit 
d’une famille finie d’ensembles dénombrables est dénombrable. La réunion d’une suite d’en- 
sembles dénombrables est dénombrable. 


La première assertion est évidente. Les autres résultent des corollaires du th. 2 
(III, p. 47 et 49). 


On a déjà vu (HI, p. 48, lemme 1) que, pour tout cardinal infini a, on a 
Card(N) < a. On en déduit les conséquences suivantes: 


PRoPosiTION 2. — Tout ensemble infini denombrable E est équipotent à N. 
En effet, on a Card(E) < Card(N) par définition, et comme E est infini, 
Card(N) < Card(E). 
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PROPOSITION 3. — Tout ensemble infini E admet une partition (X), formée d’ensembles 
infinis dénombrables X, l’ensemble d'indices I étant équipotent à E. 
On a en effet Card(E) = Card(E)Card(N) (III, p. 49, cor. 4). 


Prorosrrion 4. — Soit f une application d’un ensemble E sur un ensemble infini F, telle 
que, pour tout y € EÑ y) soit denombrable. Alors F est équipotent à E. 
En cffet, les Fu) (y € F) forment une partition de E, donc 
Card(E) < Card(F)Card(N) = Card(F); 
on sait d’autre part que Card(F) < Card(E) (III, p. 25, prop. 3). 


Proposition 5. — L'ensemble S(E) ues parties finies d’un ensemble infini E est équipotent 
à E. 

Pour tout entier n, notons 5, l’ensemble des parties à n éléments de E. Pour 
tout X € Ñ, il existe une bijection de (1, n} sur X, donc le cardinal de %, est au 
plus égal à celui de l’ensemble des applications de {1, n} dans E, c’est-à-dire à 
Card(E*) = Card(E) (III, p. 49, cor. 1). Donc 

Card(3(E)) = > Card(3,) < Card(E)Card(N) = Card(E). 
neN 
D’autre part, comme x ++ {x} est une application injective de E dans 3(E), on a 
Card(E) < Card(3ÿ(E)). 


COROLLAIRE, -— L'ensemble S des suites finies d'éléments d’un ensemble infini E est 
équipotent à E. 

En effet, S est la réunion des El, où I parcourt l’ensemble F(N) des parties 
finies de N. Or, pour Ie FN) et I # ø, El est équipotent à E, et X(N) est 
denombrable en vertu de la prop. 5. On a donc 


Card(E) < Card(S) < Card(E)Card(N) = Card(E). 


DÉFINITION 4. — On dit qu’un ensemble a la puissance du continu s’il est equipotent à 
l’ensemble des parties de N. 


Un ensemble qui a la puissance du continu n’est pas denombrable (III, 
p. 30, th. 2). 


* Le nom de « puissance du continu » provient de ce que l’ensemble des nombres 
réels est équipotent à P(N) (TG, IV, § 8).4 L'hypothèse du continu est l’assertion que 
tout ensemble non dénombrable contient une partie ayant la puissance du continu; 
l'hypothèse du continu généralisée est l’assertion que, pour tout cardinal infini a, tout 
cardinal >a est >2% Un théorème de métamathématique (Gödel-P.Cohen) 
affirme que ni ces assertions, ni leurs négations, ne peuvent être démontrées dans la 
theorie des ensembles telle qu’elle a été définie dans cet ouvrage (II, p. 1). 


5. Suites stationnaires 


DÉFINITION 5. — On dit qu’une suite (Xn)nen d'éléments d’un ensemble E est stationnaire 
s’il existe un entier m tel que x, = x, pour tout entier n > m. 
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Proposıtion 6. — Soit E un ensemble ordonné. Les propositions suivantes sont équivalentes : 

a) Toute partie non vide de E a un élément maximal. 

b) Toute suite croissante (x,) d'éléments de E est stationnaire. 

Montrons d’abord que a) entraîne 5); en effet, soit X l’ensemble des éléments 
de la suite (x,), et soit x, un élément maximal de X; pour # > m, on a par 
hypothèse x, > Xm d’où x, = x, par définition de x,,. Réciproquement, supposons 
qu’il existe une partie non vide A de E n’ayant pas d’élément maximal; pour tout 
x € À, soit T, l’ensemble des y € A tels que y > x. Par hypothèse, T, # Ø pour 
tout x € À, donc il existe une application f de A dans A telle que f(x) > x pour 
tout xe A (II, p. 34, prop. 6); si ae À, et si la suite (x,),.N est définie par 
recurrence par les conditions x, = 4, x,:, = f(x,), il est clair que cette suite est 
croissante et non stationnaire. 


COROLLAIRE 1. — Pour qu'un ensemble totalement ordonné E, soit bien ordonné, il faut et 
il suffit que toute suite décroissante d'éléments de E soit stationnaire. 

En effet, dire que E est bien ordonné revient à dire que toute partie non vide 
de E admet un élément minimal (III, p. 13, prop. 10), et notre assertion résulte 
alors de la prop. 6. 


JOROLLAIRE 2. — Toute suite croissante d'éléments d’un ensemble ordonné fini est 
stationnaire. 

En effet, tout ensemble ordonné fini admet un élément maximal (III, p. 34, 
cor. 2). 


On dit parfois qu’un ensemble ordonné E vérifiant les conditions équivalentes 
de la prop. 6 est netherien (pour la relation <). 
PROPOSITION 7 («principe de récurrence nœthérienne »). — Soient E un ensemble 
netherien, F une partie de E ayant la propriété suivante: si a e E est tel que la relation 
x > a entraîne x € F, alors ae F. Dans ces conditions, on a F = E. 

En effet, supposons E # F; alors E = F aurait un élément maximal b. Par 
définition, on a x € F pour tout x > b; mais cela entraine b € F, ce qui est absurde. 


$7. LIMITES PROJECTIVES ET LIMITES INDUCTIVES 
1. Limites projectives 


Soient I un ensemble préordonné, (E,)„er une famille d’ensembles ayant I pour 
ensemble d’indices. Pour tout couple (x, 8) d'indices de I tels que « < ß, soit far 
une application de E, dans E,. On suppose que les fyg vérifient les conditions sui- 
vantes: 

(LP;) Les relations x < B < y entraînent fay = fag ° fow 

(LPi) Pour tout a € I, f est l'application identique de E,. 
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Soit G = Il E, l’ensemble produit de la famille d'ensembles (E,)uen et 


designons par E la partie de G formée des éléments x satisfaisant à chacune des 
relations 


(1) Prax = fugl prex) 
pour tout couple d’indices (x, B) tel que x < B. On dit que E est la limite projective 
de la famille (E,)«cı pour la famille d'applications ( fap), et on écrit E = lim (Es Jap) 


ou simplement E = lim E, si aucune confusion n’en résulte. Par abus de langage, 


oe 
on dira que le couple ((E,), ({ fs)) (que l’on notera aussi (E,, fag)) est un système 
projectif d'ensembles, relatif à l’ensemble d’indices I. On dit que la restriction fy a E 
de la projection pr, est l’application canonique de E dans E,; on a la relation 


(2) Ja = Ss Ih 
pour « < ß, ce qui ne fait que traduire les relations (1) définissant E. 
Exemples. — 1) Supposons que la relation de préordre dans I soit la relation d'égalité. 


Alors les seuls couples (x, B) tels que x < ß sont les couples (x, «) pour «e I, et 
comme f est l’application identique, la relation (1) est vérifiée pour tout x €e G; 


autrement dit, lim E, est alors le produit Il Es. 
ae 


2) Supposons que I soit filtrant à droite, que pour tout wel, E, soit égal à un 
même ensemble F et que pour « < ß, fag soit l’application identique de F sur lui- 


même. Alors E = lim E, n’est autre que la diagonale A du produit G = Il E; = Ft 
— wel 


En effet, il est clair que tout xe A vérifie les relations (1). Inversement, soit x un 
élément de E et montrons que pour tout couple d’indices (x, ß) dans I, on a prax = 
prax. En effet, il existe par hypothèse y € I tel que x < yetß < y, donc on déduit de 
(1) que prax = fay(pr,x) = pr,x et de même prex = pr,x, d’où notre assertion. 


2 On notera que E = lim E, peut être vide même lorsque les E, sont tous non 
— 


vides et que chacune des applications f,, est surjective (III, p. 94, exerc. 4; 
voir III, p. 57-60). 

Il est clair que pour toute partie J de I, le couple formé de la sous-famille 
(Ev)ues et de la famille (fs) où «eJ, BeJetx < ß, est encore un système 
projectif d’ensembles, relatif à J; on dira qu’il est obtenu par restriction à J de 
l’ensemble d’indices. Notons E et E’ les limites projectives des familles (E,), er 
et (E,)ues respectivement, pour tout x e E, l’élément 
(3) E) = (Jal) aes 
appartient à E’ en vertu de (2); Papplication g: E — E’ ainsi définie est dite 
canonique. Si J’ est une partie de J, E” la limite projective de la famille (E,)uer; 
g: E — E’ et g": E — E” les applications canoniques, on a, par définition, 

(4) g =g og 


2. Systèmes projectifs d'applications 

PROPOSITION 1. — Soient I un ensemble préordonné, (Ex, fup) un système projectif d’en- 

sembles relatif à I, E = lim E, sa limite projective, et pour tout a € I, soit fx: E — E, 
.— 
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l'application canonique. Pour tout x € I, soit u, une application d’un ensemble F dans E, 
telle que l’on ait 


(5) Jag ° Up = Un pour x < B. 
Dans ces conditions: 

1° Il existe une application et une seule u de F dans E telle que 
(6) ly = faou pour tout wel. 


2° Pour que u soit injective, il faut et il suffit que pour tout couple d'éléments distincts y, z 
de F, il existe a € I tel que u,(y) # u,(2). 

En effet, la relation u, = f, » u signifie que pour tout y € F, on a pr,(u(y)) = 
ugly); Pélément u(y) € II E, est déterminé de façon unique par u(y) = (u,(y))sex 

wel 
Reste à voir que u(y) € E pour tout y e F, autrement dit que l’on a 
Pr(u(y)) = fas(pro(u(y))) 
pour «x < ß; mais cela s'écrit u(y) = fis{ug(y)) et résulte donc de (5). La seconde 
partie de la proposition découle aussitôt des définitions. 
COROLLAIRE 1. — Soient (Ey, fus) et (Fus Zap) deux systèmes projectifs d’ensembles 
relatifs à un même ensemble d'indices I; soient E = lim Ey, F = lim F,, et pour tout 
<— — 

a € I, soit Jy (resp. Za) l'application canonique de E dans E, (resp. de F dans F,). Pour 


tout x € I, soit u, une application de E, dans F, telle que, pour x < 8, le diagramme 


Es >F, 





ET) 
Y 


k 


2 
push 
Ur 


Jag 


soit commulalif.! Il existe alors une application u: E — F et une seule telle que, pour tout 
x € I, le diagramme 


Er 


fa] Ir 


ER, 
Un 


soit commulatıf. 
Posons 7, = u, ° fu. Pour x < ß, on a, d’après (2) 


Sup ° Up = Las ° Up © fo z Ua © fap ° fo = Uy © fa = Va 


et on peut donc appliquer la prop. 1 aux v,; d’où l’existence et l’unicité d’une 
application u: E — F telle que 


Euo U = VU = üg © Ja 
pour tout « € I. 


1 Cela signifie que l’on a uy o fag = Zap ° Up. 
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On dit qu’une famille d’applications u,: E, — F, satisfaisant aux conditions 
du cor. 1 est un systeme projectif d'applications de (E, fap) dans (Fus Zag); lapplica- 
tion u définie dans le cor. 1 est appelée la limite projective de la famille (u,) et se 
note u = lim u, lorsque aucune confusion n’est à craindre. 


COROLLAIRE 2. — Soient (E,, fn), (Far Lan); (Gus Mug) trois systèmes projectifs den- 
sembles relatifs à I; soient E = lim E, F = lim Fp, G = lim G,, et soit f, (resp. 
. . . a: VASE er . 

Las ha) l'application canonique de E (resp. F, G) dans E, (resp. Fa, Gu). St (Uu) et (Ua) 
sont deux systèmes projechfs d'applications, ug: Ey > Fo Vu: Fa Go, alors les 

Uy © Ua: Eu > G forment un système projectif d’applications, et l’on a 


(7) lim (vy ° Uy) = (lim v,) > (lim u,). 
<— <— <— 
En effet, si on pose w, = Va ° Uw, On a, pour & < B 
Wa ° fup = Va ° (Un? Jup) = Va ° (Eag ° up) = (Aug ° Vp) ° Up = hyg o wg 


ce qui montre que (w,) est un système projectif d’applications. En outre, si on 
pose u = lim u, v = lim v, on a, pour tout « € I 
—— <— 


ha © (vou) = (Ua 0 gu) ou = (Vu © Ua) o fa 


et en raison de l’unicité de la limite projective, on a vou = lim wy 
—— 


Soit (E,, fus) un systeme projectif d’ensembles, et pour tout « e I, soit M, 
une partie de E,. Si l’on a f,,(M,) € M, pour a < 8, on dit que les M, forment 
un système projectif de parties des E,. Soit g,4 l'application de M; dans M, (pour 
x < B) ayant même graphe que la restriction de fyg à Mg; il est clair que (M, Zap) 
est un système projectif d’ensembles, et l’on a 


(8) lim M, = (lim E) a [I Ma 
—— — «el 


Prorosıtion 2. — Soient (Eu, fus), (Eis Jus) deux systèmes projectifs d'ensembles 

relatifs à I, et pour chaque a € I, soit u, une application de E, dans E}, les u, formant un 

système projectif d'applications. Soit u = lim uy. Pour tout x’ = (x,)eE’ = lim E;, 
= <— 


les ax) forment un système projectif de parties des E,, et Pon au(x’) = lim uala). 
Ps 
; -1,, 
En effet, si x < Bet xg eug(xs), on a 
Ual Jas(Xs)) = Jas(us(rs)) = Jas(xs) = A 
d’où la première assertion; et dire que x = (x) €E = lim E, est tel que 
Le 


u(x) = x’ signifie par définition que w,(x,) = x, pour tout « € I. 


COROLLAIRE. — Si u, est injective (resp. bijective) pour tout æ € I, u est injective (resp. 
bijective). 
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On notera qu’avec les notations de la prop. 2, les images u„(E,) forment aussi 
un système projectif de parties des E; et l’on a 


(9) u(E) © lim u(E) 


mais les deux membres de cette relation ne sont pas nécessairement égaux (111, p. 94, 
exerc. 4). 


PROPOSITION 3.— Soient I un ensemble preordonne, (E,, fap) un système projectif 
d’ensembles relatif à I, E = lim E, sa limite projective. Soient J une partie cofinale de I, 
a 


filtrante à droite, E' la limite projective du systeme projectif d’ensembles obtenu à partir de 
(Ey, Jap) par restriction à J de l'ensemble d’indices. Alors l'application canonique g de E 
dans E' (III, p. 52, formule (3)) est bijective. 

Pour tout « € J, soit fy l'application canonique E’ — E,; alors, compte tenu 
de (2) et (5), gest l’unique application de E dans E’ telle que fy = fy ° g pour tout 
æ e J (III, p. 52, prop. 1). Vérifions le critère de la prop. 1 pour voir que g est in- 
jective: si x, y sont deux éléments distincts de E, il existe par définition un « e I tel 
que f(x) # fa(y) ; comme J est cofinal dans I, il existe à € I tel que x < À; comme 
Fat) # Jalhay), on a bien f(x) # f(y). Montrons ensuite que g est 
surjective, Soit x’ = (x;),.3 un élément de E’. Pour tout « e I, il existe Xe I tel 
quea < À; montrons que l'élément f,,(x;) ne dépend pas de l'indice à € J tel que 
a < À. En effet si ue J est tel que « < y, il existe v € J tel que à < vetu < vy, 
donc Ser) zu Sal) = Joy); et de même Joulu) = Jul); d’où notre 
assertion. Soit x, la valeur commune des f,,(x;) pour les à € J tels que æ < à, et 
posons x = (x,),er. L'élément x appartient à E, car six < B et si à €J est tel que 
B < A, on a Kuala) = Jas(faa(x)) = Jalti) = Xa Enfin, on ax, = /,1(x;) pour 
tout À € J, donc x, = x, pour tout à € J, autrement dit f(x) = x}, d’où g(x) = x, 
ce qui achève la démonstration. 


En particulier, si I admet un plus grand élément œw, on peut prendre J = {wo}, et on 
voit que lim E, s'identifie canoniquement à Eo. 
= 


Remarques 
1) Pour tout «EI, posons E, = f(E); les E, forment un systeme projectif de 
parties des E, en vertu de (2), et il est immédiat que l’on a lim E, = E = lim E,; 
IE f à a — 
on notera que l'application fyg: Eg — E, (pour « < ß) ayant même graphe que 
la restriction de fyg à Eg est surjective; en outre, on a 


(10) E = f(E) © [N fas(Ee) 
pour toutæe I. 

2) Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (Ez, fs) un système pro- 
jectif d’ensembles relatif à I, et pour tout « € I, soit u,: F— E, une application, 
telle que la famille (u,) vérifie (5). Considérons le systeme projectif (F,, tap) relatif 
à I, où F, = F pour tout a € I et iyẹ est l'application identique de F. On sait alors 
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(III, p. 52, Exemple 2) que F s'identifie canoniquement à lim F,. Si on considère 
co 
u, comme application de F, dans E,, (a) est un système projectif d’applications, 
et l'application u: F — E définie par (6) s'identifie à la limite projective de ce 
systeme d’applications. Aussi écrit-on alors par abus de langage u = lim tą 
+. 


3) Soient I un ensemble ordonné, (E,, fap) un système projectif d’ensembles 
relatif à I. Pour toute partie finie J de I, soit F, la limite projective du système 
projectif (fini) obtenu à partir de (E,, fap) par restriction à J de l’ensemble d'indices. 
Pour deux parties finies J, K de I telles que J € K, soit gjg l'application canonique 
(3) de Fk dans F,; la relation (4) montre que (F5, ggs) est un système projectif d’en- 
sembles relatif à l'ensemble ordonné filtrant (pour la relation €) (1) des parties finies 
de I. D'autre part, pour tout Je (1), soit Ay: E -- F; l'application canonique (3); 
en vertu de (4) (et avec labus de langage signalé dans la Remarque 2), (hy) est un 
système projectif d'applications; posons h = lim A}: E —F = lim F,, et montrons 

<— <— 
que À est une bijection (dite canonique). En effet, soity = (yz) un élément de F; on a par 
définition yy = (Xa, )ues AVCC Xa, y € Eu pour tout x € J; si J € K, on a, par définition 
des gsx et en raison de la relation yy = gyx(Yr), Xu.s = X4.r Pour tout « € J. Pour un 
aE I, il y a donc un unique élément x, E€ E, tel que x, = x, , pour tout J fini con- 
tenant x. Si a < ß, il y a une partie finie J de I contenant à la fois æ et B, donc x, = 


Jas(xe) par définition; on en conclut que x = (x4) est l’unique élément de E tel que 
h(x) = y. 


3. Double limite projective 


Soient I, L deux ensembles préordonnés, I x L leur produit (III, p. 7). Con- 
sidérons un système projectif d’ensembles (E, f 4) relatif à l’ensemble d’indices 
I x L; on a donc 


(11) a = fag fE poura <B <yctAaA<yu<y. 


Designons par E ou lim Eå la limite projective de ce système projectif. 
—- 


x, A 


Pour tout à € L, posons gl, = fir: EL — EA; il résulte de (11) que Pon a 
(12) Say = Las ° Sr pour æ < B < y 


autrement dit (E}, g},) est un système projectif d’ensembles relatif à I; notons 
F^ = Jim EX sa limite projective. D’autre part, pour À < u fixés dans L, il 


<— 
œ 


résulte de (11) que les 44" = fùt: Et — E} forment un système projectif d’appli- 
cations, nous noterons A" = lim 44": F" -—> F^ sa limite projective. Pour 
ee 


7 < p < v dans L,ona k 
+13) WY = hH o h 


‘III, p. 54, cor. 2); donc (F^, h**) est un système projectif d’ensembles relatif à L. 


Soit F = lim F^ sa limite projective; nous allons définir une bijection canonique 
Z 


F — E. Remarquons pour cela que F est, par définition, une partie de a F^, et 
€ 


E 111.57 ENSEMBLES ORDONNES, CARDINAUX, NOMBRES ENTIERS 87 


F* une partie de Il Eż; donc F s’identifie canoniquement à une partie de 
ae 


Eà = G (II, p. 35, prop. 7). Pour tout zeG, soit pr”{z) l’element 


(a, MeIxL 


(Pr&(Z))xer de II EL; dire que ze F signifie que l’on a 
ae 


(14) pr*(z) = #"{(pr#(z)) pour à < u dans L 
et que pr*(z) e F* pour tout à € L, c’est-à-dire que pour x < 8 dans I on a 
(15) pra(z) = fap (pré(z)). 


Mais on a h"(pr“(z)) = (fà (prë(z))aer; on déduit donc de (14) et (15) que 
pour «x < Betà <, ona 

pra(z) = faa (Sas (prg (2))) = Jus (pré(z)) 
ce qui signifie que z € E; la réciproque est immédiate. Autrement dit: 


PROPOSITION 4. — Si (EA, f}#) est un système projectif d'ensembles relatif à un produit 


I x L d'ensembles préordonnés, on a, à une bijection canonique pres 


(16) lim Eë = lim (lim EA). 
Sr N 


CoROLLAIRE 1. — Soit (Eè, fag) un second systeme projechf d'ensembles relatif à 
I x L, et, pour tout (x, x) el x L, soit uà une application de Eà dans E?, les u} 
formant un systeme projectif d’applications. On a alors 


A 
= re A 


La vérification est analogue. 


COROLLAIRE 2. — Soit (EA, f2s)ne n une famille de systèmes projectifs relatifs à I. Alors, 
sion note LI Jès l'extension aux produits de la famille d'applications (fh)1e1 (IL, p. 38, 


déf. 2), ( LE E?, T I fh) est un système projectif d'ensembles relatif à I, et on a, à une 
E EL 
bijection canonique près 


(18) lim [ Į E> = II (lim ER). 
Sa NEE Ael I: 


ll suffit de considérer le systeme projectif (E}, g5%) relatif à I x L où la rela- 
tion d’ordre sur L est l’Egalite (III, p. 52, Exemple 1) et où g55 = js pour à = u, et 


de lui appliquer la prop. 4. 


4. Conditions pour qu’une limite projective soit non vide 


Nous allons dans ce n° donner les deux conditions suffisantes pour qu’une limite 
projective soit non vide, qui sont le plus souvent utilisées (voir aussi III, p. 94, 
exerc. 5). 
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Proposıtion 5. — Soit (E,, fap) un système projectif d'ensembles relatif à un ensemble 

préordonné filtrant I, qui admet une partie cofinale dénombrable ; supposons en outre que 

les fa soient surjectives. Alors, si E = lim E,, l’application canonique fy: E —> Ex est 
g 


surjective pour tout a € I (et a fortiori, E west pas vide si aucun des E, n’est vide). 

Soit (x,) une suite d'éléments de I formant une partie cofinale de I. Comme I 
est filtrant, on peut définir par récurrence une suite (ß,) par les conditions 
% = Xo, Bn > Bı pouri < net B, > an; il est clair que la suite (ß,) est croissante 
et forme une partie cofinale de I; tenant compte de III, p. 52, prop. l etdesrelations 
Ja = Jap, ° fon pour x < Bn, on voit qu’on est ramené à prouver la proposition 
lorsque I = N. En outre, il est clair qu’il suffit de prouver que fo est surjective. 
Soit donc x, € E9; on définit par récurrence x, € E, pour n > 1 comme un élément 


=i 
de fn-1,n(&n 1), ce qui est possible puisque ce dernier ensemble n’est pas vide par 
hypothèse. On prouve alors par récurrence sur n — m que pour m < n, on a 
Xm = Fmn(%n), donc x = (x,) appartient à E. 


Le second critère concerne les systèmes projectifs (E,, fag) relatifs à un en- 
semble d’indices I, tels que pour tout x € I on se soit donné un ensemble S, de 
parties de E,, vérifiant les conditions suivantes: 

(i) Toute intersection d’ensembles de S, appartient à S,. 

Il résulte en particulier de cette condition (en considérant l'intersection de la 
famille vide) que E, E€ Sy 

(ii) Si un ensemble de parties 5 € S, est tel que toute intersection finie d’ensembles 


appartenant à % soit non vide, alors AQ, M est non vide. 
Eğ 


Il est clair, compte tenu de (i), que (ii) est équivalente à la condition suivante: 
Gi) SG € S, est un ensemble filtrant décroissant dont les éléments sont non vides, alors 
M M est non vide. 
MEG 


THÉORÈME 1. — On suppose que I est filtrant, que les Sq satisfont aux conditions (i) et (ii), 
et en outre que le système projectif (Eu, fap) possède les propriétés suivantes: 


-1 

(iii) Pour tout couple d’indices a, B tels que x < B, et tout x, € Ex, on a fyplXa) E Sp- 

(iv) Pour tout couple d’indices «, B tels quea < Bet tout Mg E Sp, on a fugl Mo) € So 

Soit E = lim E,, et pour tout « € I, soit fy: E —> E, l’application canonique. Alors : 
panni 


a) Pour tout « EX, ona 
(19) FE) = N fa(Es). 


b) Si, pour tout « € I, E, est non vide, alors E est non vide. 
Soit Z l’ensemble des familles U = (A,).cı vérifiant les conditions: 


(20) A, © et A,eS, pourtout «el; 
(21) Jap(As) <A, pour a <p. 
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Pour deux elements A = (A,), W = (A,) de È, la relation X < W signifiera 
que A, > A, pour tout «; il est clair que X est ordonné par cette relation. 

1° Prouvons d’abord que l’ensemble ordonné £ est inductif. Soient L un en- 
semble totalement ordonné, x ++ W^ = (A2),.ı une application strictement crois- 
sante de L dans X. Pour tout x € I, posons B, = N AÌ; il est immédiat que la 
famille 8 = (B,)acı vérifie (21); en vertu de (i) et (ii), elle vérifie aussi (20), 
donc 8 €F, et il est clair que B majore l’ensemble des A^. 

2° Soit A = (A,) un élément maximal de X; montrons que l’on a alors 
A, = fas(A,) pour æ < B. En effet, soit A, = MN, fas(As) pour tout «el; 
montrons que W = (A!) appartient à X. Notons d’abord que pour «a < B <S y 
on a fal A,) = fap(far(Ay)) € fus(As) en vertu de (21);enoutreona fyg(A,) E Sa 
d’après (iv), et f,s(As) # © par (20); les conditions (i) et (ii) montrent alors que 
W vérifie (20). Enfin W vérifie aussi (21): en effet, si « < ß,ona 


Jas(À5) = fa FA) > D (As): 


d’autre part, pour tout à > «, il existe un yeI tel que y > Ô et y > B, donc 
Jaxl Ar) © Sas(As), et par suite fi Sals) = ie} Jas(As) = An, ce qui achève 
d'établir que W e X. Comme A, € A, pour tout x, l'hypothèse que X est maximal 
dans È entraîne X’ = A, ce qui prouve notre assertion. 

4 


3° Montrons maintenant que si A = (A,) est un élément maximal de XY, 
chacun des A, est réduit à un élément. Soit x, € A,. Pour tout B > «, posons 


—1 
Bs = Ag O faglxa); si l’on n’a pas 8 > «, posons Be = Ag; nous allons voir que 
8 = (B;) appartient à X. Si l’on n’a pas B > «, la relation ß < y entrainc 


-1 
SB) € fatAy) € Ag = Bg; si au contraire « < B < y, comme ul) = 


-1 -1 -1 -1 
SoSe Ka)» on a Sal Jor(Xa)) = Jaga)» et comme JolA,) = As, on a encore 
SB) € Bg; la famille 8 vérifie donc (21). Comme A, = fs(A,) pour a < % 
d’après 2°, il est clair que Bẹ # ø pour tout Bel; enfin, en vertu de (i) et (iii), 
on a Bg €S; pour tout BEI, ce qui achève de montrer que 8 eZ. Comme 
B; < A, pour tout BE I, Phypothèse que A est maximal entraîne Bg = A, pour 
tout ß, et en particulier A, = {x,}. 

4° Nous pouvons maintenant démontrer le th. 1. Prouvons d’abord a). On 
sait que f(E) = ie JastEs). Inversement, soit x, € A, JastEs). Posons B; = 
Jaga) SiB > à, Bg = E dans le cas contraire; par définition de x,, les Bẹ ne sont 
pas vides et l’on a B, € &, pour tout ße I en vertu de (iii) et de (i); en outre il est 
immédiat que f,,(B,) = Bg pour B < y. On a donc 8 = (Bp) EL; soit A = (A, 
un élément maximal de X tel que X > 3, élément dont l’existence résulte de 1° 
et de III, p. 21, cor. 1; comme, d’après 3°, A, est de la forme {yp} pour tout 
Bel, y = (ys) appartient à E, et f,(y) = y, = x, par definition. 
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Prouvons enfin que 4) entraine b). On peut en effet supposer I non vide (sans 
quoi il n’y a rien à démontrer); l’hypothèse que les E, sont non vides entraîne 
“3 Es) # Ø pour B > a; comme les f,s(E,), pour a fixé et 8 > «x, forment un 
ensemble filtrant décroissant de parties de E, appartenant à &,,, la condition (ii) 
prouve que N fao(Es) # Ø. On a donc R(E) # Ø d’après a), et a fortiori 
E # g. 

C.Q.F.D. 


Remarque. — 1) Supposons que dans l’énoncé du th. 1, on remplace la condition 
ii par la condition plus faible suivante: 
ii) Pour tout a € I, et tout ensemble non vide M, E Sy, il existe x, € M, tel que 


x) € S pour tout B > a. 
Alors la conclusion $) du th. 1 est encore valable. En effet, les démonstrations 
ces parties 1° et 2° du th. 1 sont inchangées; la démonstration de la partie 3° reste 


-1 

valable en ayant soin de prendre x, € A, tel que f,s(x,) appartienne à ©, pour 
3 N o i : 

: > x. Enfin, le raisonnement de 4° montre que si N SE) # Ø et si on 


-1 
zrend dans cet ensemble un x, tel que fyp(x%a) € Sp pour B > a, il existe y € E tel 
zue fely) = Xy, ce qui établit notre assertion. 


Exemples 
I) Si les E, sont des ensembles finis, on peut appliquer le th. I en prenant 
zour Z, l’ensemble de toutes les parties de E,. *Cet exemple sera généralisé en 
Topologie générale au cas où les E, sont des espaces compacts, les fag des applica- 
«ions continues, et S, l’ensemble des parties fermées de E, (TG, I, § 9, n° 6)., 
*]I) Soient A un anneau, et pour chaque « € I, soit T, un A-module à gauche 
rtinien (A, VIII, § 2, n° 1); soit E, un espace homogene sur T, dans lequel T, opère 
=dèlement (de sorte que l’on peut dire que E, est un espace affine attaché à Tg 
A, II, §9, n° 1)). Pour 8 > «, supposons que fag: Eg —> E, soit une application affine 
A, II, $9, n° 4). Prenons pour S, l’ensemble formé de la partie vide et des variétés 
‘inéaires afines de E, (A, IT, §9, n° 3). Alors la condition (i) est trivialement vérifiée, 
=: la condition (ii) résulte de ce que T, est artinien: cela entraîne en effet 
existence d’un élément minimal parmi les intersections finies d'ensembles M e ğ, 


=: cet élément est nécessairement égal à (OR M. Enfin, comme fag est affine, 
MES 


-23 conditions (iii) et (iv) sont trivialement vérifiées. 


5. Limites inductives 


Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (E,),<, une famille d’ensembles 
avant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple (x, 8) d’indices de I tels que 
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a < B, soit fg, une application de E, dans Eg. On suppose que les foa vérifient les 
conditions suivantes: 

(LE) Les relations a < B < y entraînent fia = fyg ° Jow 

(Liz) Pour tout «€ I, f, est l'application identique de Ez. 

Soit G l’ensemble somme de la famille d’ensembles (E,)„cı (II, p. 30); par 
abus de langage, nous identifierons les E, aux parties de G qui en sont les images 
canoniques, et forment une partition de G; pour tout x € G, nous désignerons par 
A(x) l'unique indice xe I tel que x e E,. Soir Rix, yý la relation suivante entre 
deux éléments x, y de G: 

«il existe un élément y e I tel que y > æ = A(x) et y > B = Ay), et pour lequel 
on afıla) = Fly); 

montrons que R est une relation d'équivalence dans G. Il est évident que R est 
symétrique et réflexive dans G; reste à voir qu’elle est transitive. Or, soient 
xeE, yeEs, zEE,; supposons qu’il existe >e I tel que À > «, À > B, et 


So) = fis(y), et uce I tel que u > b, u > y et fis(y) = falz). Comme I est 
filtrant, il existe v€ I tel que v > x ety > u; en vertu de (LI,), on a alors 


Sr) = fait) = IPs) = fly) 
= foul Jus(y)) = foul Jur(2)) = fu(2) 


ce qui établit notre assertion. 
On dit que l’ensemble quotient E = G/R est la limite inductive de la famille 
(Ex)ae r pour la famille d'applications ( foa), et on écrit E = lim (E,, foa), ou simple- 
— 


ment E = lim E, si aucune confusion n’en résulte. Par abus de langage, on dira 


—> 
que le couple ((E,), (fs.)) (que Pon notera aussi (E,, Jou)) est un système inductif 
d’ensembles, relatif à l’ensemble filtrant I. 


Il est clair que E n’est pas vide si un au moins des E, n’est pas vide. Nous 
designerons par fy la restriction à E, de l’application canonique f de G sur 
E = G/R, et nous dirons que f, est l’application canonique de E, dans E. Pour 
« < ß, on a la relation 
(22) Jo ° foa = Ja 
en effet, pour tout xeE,, on a fogl Joal*)) = Joa(¥) en vertu de (LI,), donc les 
éléments x € E, et fgalx) € E, sont congrus mod. R, ce qui démontre (22). 


Exemples. — 1) Soient A, B deux ensembles, (V«)xer une famille de parties de A, 
dont l’ensemble d’indices I est filtrant à droite, telle que la relation x < ß entraîne 
Va € Va Designons par E, l’ensemble des applications de V, dans B; pour tout 
couple d’indices à, 8 tels que x < B, soit fpa l'application de E, dans Eg qui à toute 
fonction u € E, fait correspondre sa restriction foal) à Vs. I est immédiat que les 
conditions (LI;) et (LI;r) sont vérifiées; on dit que l’ensemble E = lim E, est Pen- 


— 
semble des germes d'applications des Va dans B. *Le cas le plus fréquent est celui où 
(Va) est la famille des voisinages d’une partie d’un espace topologique A (TG, I, 
$ 6, n° 10). 

2) Supposons que pour tout « € I, E, soit égal à un ensemble F et que pour 
a < B, gpa Soit l'application identique de F sur lui-même. Alors il existe une bijection 
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canonique de lim E, sur F: en effet, pour définir lim E,, on doit former l’ensemble 


G somme de la famille (E,); G est donc réunion d’une famille (G,) d’ensembles deux 
à deux disjoints, et pour tout « € I, il y a une bijection canonique Au: F -> Ga. On doit 
ensuite considérer la relation d'équivalence R dans G, correspondant à la partition 
(Pyjyer, où P, est l’ensemble des h,(y) lorsque « parcourt I. Il est clair que y > P, est 
une bijection, dont la bijection réciproque est la bijection cherchée; on identifiera F 
à lim E, au moyen de cette bijection canonique. 


Lemme 1. — Soient (Ey, foa) un systeme inductif ensembles, E = lim E, sa limite 
inductive, et pour tout « € I, soit fa: Eu —> E l'application canonique. 

(i) Soit (x), <i<n un systeme fini d'éléments de E. Il existe un x € I et un système fini 

xD) cien d'éléments de E, tels que x? = f(x) pour 1 <i <n. 

(ii) Soit (YP) <i<n un système fini d'éléments d'un E,; si Sy) = July?) pour 

tout couple d'indices (i, j), il existe un B > a tel que foul YP) = foul yD) pour tout couple 
J) 

(i) Par définition de E, il existe pour chaque ż un ß, € I et un élément z, € Es, 
tel que x® = fp(Zp,); il suffit de prendre « tel que « > ß, pour 1 < i < n, et 
z = Jus (Ze): ur 

(ii) Par définition de E, pour tout couple (1, J) il existe y; € I tel que yy > « 
er que fual yE) = fual YD); il suffit de prendre ß tel que B > yy pour tous les 
couples (1,7), et d’utiliser les relations foa = fav, ° Jiya 


6. Systèmes inductifs d'applications 


PROPOSITION 6. — Soient 1 un ensemble préordonné filtrant à droite, (Eu, fou) un système 

inductif d’ensembles, E = lim E, sa limite inductive, et pour tout x € I, soit f: E, > E 
— 

l'application canonique. Pour tout « € I, soit u, une application de E, dans un ensemble F 

telle que l’on ait 


23) Ug ° fga = Un pour a < B. 
Dans ces conditions : 
1° Il existe une application u et une seule de E dans F telle que 


24 Uy = Uo fy pour tout a € I. 


2° Pour que u soit surjective, il faut et il suffit que F soit réunion des u,(E.,). 

3° Pour que u soit injective, il faut et suffit que, pour tout x € 1, les relations x € Ez, 
u E Eus Ual x) = u,(y) entraînent qu'il existe B > a pour lequel foal *) = foalY). 

1° Avec les notations du n° 5, soit v l’application de l’ensemble somme G 
dans F qui coïncide avec u, dans chaque E, (II, p. 29, prop. 8). L’hypothèse 
entraine que v est compatible avec la relation d'équivalence R (II, p. 44); donc 
il existe une application u et une seule de E = G/R dans F telle que v = uo f 
doc. cit.). 

2° Comme E est réunion des f„(E,), la relation F = |) u,(E,) est évidem- 
ment nécessaire et suffisante pour que u soit surjective. “S7 
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3° En vertu du lemme 1 (III, p. 62), deux éléments quelconques de E peu- 
vent toujours s’écrire sous la forme f(x) et f.(y), où xeE,etyeE,, pour un 
æ € I convenable; il résulte aussi de ce lemme que la relation f(x) = f,(y) est 
équivalente à l'existence de B > « tel que f(x) = Jpaly); comme u,(x) = 
u( f(x)) et uly) = u(f.(y)), cela achève la démonstration. 


Lorsque l'application u est byective, on dit parfois, par abus de langage, que F 
est la limite inductive de la famille (E,). 

Remarque 1). — Supposons que chacune des applications ff, soit injective; alors cha- 
cune des applications fy est injective en vertu de la définition de la relation R. On 
identifie alors en général E, ct /„(E,), et on considère donc E comme la réunion des Ea. 
Inversement, soit (F,),er une famille croissante de parties d’un ensemble F, et 
supposons que F soit réunion de cette famille; si 75, désigne l’injection canonique de F, 
dans F; pour æ < B, il résulte de la prop. 6 que l’on peut identifier F à la limite in- 
ductive de la famille (F,) pour la famille d'applications (jea), et les applications 
canoniques des F, dans dim F, aux injections canoniques des F, dans F. 


COROLLAIRE 1. — Soient (Eus Joa) et (Fus ou) deux systèmes induchfs d'ensembles 
relatifs à un même ensemble d’indices I; soient E = lim Exp F = lim F,, et pour tout 


x € I, soit fy (resp. g,) l’application canonique de E, "dans E (resp. de GE, dans F). Pour 
tout x € I, soit u, une application de E, dans F, telle que, pour « < ß, le Bone 


N Un 
EF, 


fo) Ion 


soit commutatif. Il existe alors une application u: E —> F et une seule telle que, pour tout 
x e Í, le diagramme 





Uy 
EE, 


nf ‘là 
E 


— F 
u 


soit commutalıf. 
Posons vy = gy ° Uy Pour « < ß, on a, d’après (22), 


Vg ° foa = Ep ° Ug © foa = 85? Epa ° Ug — Za ° Ug = Vyr 


On peut donc appliquer la prop. 6 aux v,, d’où l’existence et l’unicité d’une 
application u: E — F telle que 


u o Ja = Ur 
pour tout «el. 

On dit qu’une famille d’applications u„: Ey — F, satisfaisant aux conditions du 
cor. 1 est un système induchf d'applications de (Ex, fg.) dans (Fus gg); l'application 
définie dans le cor. 1 est appelée la limite inductive de la famille (u,) et se note 

= lim u, lorsque aucune confusion n’est à craindre. 
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COROLLAIRE 2. — Soient (Ey, fou); (Fas Spa) (Gas Apa) trois systèmes inductifs d'en- 
mbles relatifs à I; soient E = lim Ex F = lim Fo G = lim G,, et soit fy (resp. 


Z. A) l'application canonique de ER (resp. Fa G dans E (resp. F, G). Si (u,) et (Uy) 
sont deux systèmes inductifs d'applications ug: Eg -> Fa, vy: Fa > Gus alors les v, > Uy: 
E, -> G, forment un système inductif d'applications, et on a 


25) lim (v„eu,) = (lim v,) s (lim u,). 
— —— — 
En effet, si on pose Wy = Uy ° Ua, On à pour & < ß 
liga © Wy = (Aga ° Va) ° Uu = (Vp © Epu) © Uy = Up ° (Up ° fou) = Wp > fou 


cc qui montre que (wy) est un système inductif d'applications. En outre, si on 
pose u = lim u, v = lim z, on a, pour tout «el, 
A _——> —> 


(v e u) o fy =, (Eu z ugy) = hye (Uy > Us) 
et en raison de l’unicité de la limite inductive, on a vou = lim Wy 
— 
PROPOSITION 7. — Soient (Ey, fax), (Eis Joa) deux systèmes inductifs d’ensembles 
relatifs à 1, et pour chaque a € I, soit u, une application de E, dans E}, les u, formant un 
.‚steme inductif d'applications. Soit u = lim u,. Si chacune des u, est injective (resp. sur- 


ective), alors u est injective (resp. ee, 

Soient E = Him Ey E = lim E;, ct f: Eu > E, fa: Eg > E les applica- 

— — 
tions canoniques. Supposons les 4, injectives; pour vérifier que u est injective, il 
sui utlit (III, p. 62, prop. 6) de vérifier que si xe Ep yeE, sont tels que 
„R)) = fatu(y)), alors il existe 8 > x tel que fax) = Soay \.Or l'hypothèse 

ne (III, p. 62, lemme 1) qu’il existe ß > 4 tel que Ji(u(x)) = foaUaly)), 
ce qui s'écrit aussi Ugl fgalx)) = ug(fput#)), et entraine donc fax) = Sau(Y) 
puisque u, est injective. 

Supposons maintenant les u, surjectives; on a alors 


= VAE) = U fu(Ea)) 
uFlE)) = uU LE) = WE). 


Avec les notations de la prop. 7, soit, pour tout x € I, M, une partie de E,; 
si l'on a f,(M,) € M, pour « < 5, on dit que (M,),„er est un système inductif de 
sarties des E,. Soit ggu l'application de M, dans M, (pour g < 8) ayant même 
graphe que la restriction de fg, à My; il est clair que (Mus gg.) est un système in- 
ductif d’ensembles, et la prop. 7, appliquée aux injections canoniques Jy: M,—E,, 
permet d'identifier M = lim M, à une partie de E au moyen de l’injection 

= lim je 
COROLLAIRE. — Soient (Eu, fau), (Eis fau) deux systèmes inductifs d’ensembles, (uq) un 
système inductif d'applications uq: E,— Es, et soit u = lim ug. 
=> 
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(G) Soit (M,) un systeme inductif de parties des E,. Alors (u„(M,)) est un systeme 
inductif de parties des E,, et on a 


(26) lim u,(M,) = u(lim M,). 


(ii) Soit (a,)sex une famille telle que l’on ait a, € E, pour tout ae I et fa„(a,) = a 
pour a < B. Alors les ensembles (a) forment un système inductif de parties des Ey, et 
l’on a 


(27) lim u,(a,) = u(a') 


en désignant par a’ l’unique élément de lim E, image canonique de a}, pour tout a € I. 
—— 


G) Il est immédiat que les 4,(M,) forment un système inductif de parties des 
Ep et on peut écrire u,(M,) = v,(M.), où va est l'application de M, sur tal Ma) 
dont le graphe coïncide avec celui de la restriction de u, à M,. La relation (26) 
résulte alors de la prop. 7, puisque les v, sont surjectives. 

Zi nr x s 

(ii) Soit N, = Uall); si& < Betsi xy E Nus ON A tgl fnu(Xx)) = Soau) = 
Sulz) = ag, donc foala) E Np, et les N, forment un système inductif de parties 
des E,. Avec les notations de la démonstration de la prop. 7, considérons un 


élément x € lim N,; il existe donc un « € I et un x, € N, tels que x = /(x,), d’où 
— 


u(x) = u(f(x)) = Salal) = falaa) = a”. Reciproquement, si x eu (a) et si 
x = f(x) pour un a € I et un xg € Ea ON afıla,) = 4 = U, Sala) = Je); 
done (III, p. 62, lemme 1), il existe B > « tel que fi (u(x,)) = Sal) = ag; ceci 
s'écrit aussi ug( foa(Xa)) = ap, donc foalXa) E Ng; comme x = fol foalXa) ON a 
bien x € Jim Na 


Remarque 2). — Supposons que pour tout à € I, u,: E, — E’ soit une application 
telle que la famille (4) vérifie (23). Considérons le système inductif (Ez, ige) 
relatif à I, où E, = E’ pour tout « € I et ig est l’application identique de E’. On 
sait alors (III, p. 61, Exemple 2) que E’ s'identifie canoniquement à lim Ex Si 


on considère u, comme application de E, dans E', (ux) est un système inductif 
d’applications, et application u: E — E’ définie par (24) s'identifie à la limite 
inductive de ce système d’applications. Aussi écrit-on alors par abus de langage 


u = lim u,. 
— 


Pour toute partie J de I, filtrante à droite (pour le préordre induit), il est clair 
que le couple formé de la sous-famille (E,),., et de la famille (foa), où œ < b, 
aeJetBe J, est encore un systeme inductif d’ensembles, relatif à J; on dira qu’il 
est obtenu par restriction à J de l’ensemble d'indices. Notons par E et E’ les limites 
inductives des familles (E,),e1 et (E,),es respectivement, et pour tout « € I, soit 
fu: Ex > E Papplication canonique; alors (f),es est un système inductif 
d'applications, et par suite g = lim J est un application E’ — E, dite canonique. 
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En outre, si J' est une partie filtrante de J, E” la limite inductive de la famille 
(Ellaess@: E” — E' etg": E” — E les applications canoniques, il résulte aussitôt 
de la prop. 6 que Pon a 


(28) E Sge 


PROPOSITION 8. — Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (Ex, fou) un système 
inductif d’ensembles relatif à I, E = lim E, sa limite inductive. Soient J une partie cofinale 
—> 


de I, E la limite inductive du systeme inductif d’ensembles obtenu à partir de (Ey, fa.) par 
restriction à J de l’ensemble d’indices. Alors application canonique de E’ dans E est bijective. 
On sait que J est nécessairement filtrant à droite (III, p. 13). Vérifions les 
critères de la prop. 6 (III, p. 62) pour montre que g est bijective. La condition 
d’injectivite découle aussitôt de la définition et du lemme 1 (III, p. 62). Pour a 
que g est surjective, remarquons que pour tout «€ J, on a g(E,) = f,(E,). O 
pour tout Bel, il existe ye) tel que ß < y, d’où on conclut que 
= E,) > g(fo(Es)) = fe(Ds) ; E est donc bien réunion des g(E,) lorsque « parcourt J. 


7. Double limite inductive. Produit de limites inductives 


Soient I, L deux ensembles préordonnés filtrants à droite, I x L leur produit 
III, p. 7) qui est filtrant à droite. Considérons un système inductif d’ensembles 
Eà, JY) relatif à I x L; on a donc 


29) w =f oJ puras<sßsyetisusv 


Désignons par E ou lim Eĝ la limite inductive de ce système inductif. Pour 
——— 
x, = 
tout À € L, posons gi, = fir: Ek — E}; il résulte de (29) que l’on a 


30) Lio = gie Ehe pour & < B < Y; 
autrement dit, (EL, 8%.) est un systeme inductif d’ensembles relatif à I; notons 
F> = lim EZ sa limite inductive. D’autre part, pour À < y fixés dans L, il résulte 


aT 


de (29) \ que les 44^ = f: Ek — Eg forment un système inductif d’applications; 
nous noterons A" = lim 48^: F* — F" sa limite inductive. Pour à < u < v dans 


— 
L, on a alors x 


31) hY’ = ye o h> 


III, p. 64, cor. 2); donc (F^, A?) est un système inductif d'ensembles relatif à L. 


Soit F = lim F* sa limite inductive; nous allons définir une bijection canonique 
= 
A 


E —F. Notons g l’application canonique Eà — F*, et #* ’application canonique 
F> — F, et posons = = h^ o gå. Pour « < Betr < u, ona 
of = He o g o JR = H o gh o fit o fi = H o gi o 
= ea i = hò o g = uà 
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en vertu de (29) et de la definition de A**; les uà forment donc un système inductif 
d’applications relatif à I x L. Posons u = lim u: E -> F, et montrons que u est 
er 

bijective en appliquant les critères de HI, p. 62, prop. 6. En premier lieu, F est 
réunion des A*{F”), et chaque F* est réunion des g;(Ef); donc F est réunion des 
(AER) = (Eà). D'autre part, soient x, y deux éléments de EL tels ane 
w(x) = u(y), autrement dit #{gâ(x)) = k*(gi(y)); il existe alors un p > à tel 
que AM (gÂ(x)) = (ely) (III, p. 62, lemme 1), c’est-à-dire gg f (x)) = 
gæl fay)); de mème il existe 8 > a tel que ghu (JM(x)) = eu. Jau (III, 
p. 62, lemme 1), c’est-à-dire /#{x) = Jgs (y); cela montre (III, p. 62, prop. 6) 
que u est injective. Nous avons donc démontré la proposition suivante: 


Proposition 9. — Si (EA, JẸ) est un systeme inductif d'ensembles relatif à un produit 
I x L de deux ensembles préordonnés filtrants à droite, on a, à une bijection canonique pres, 


(32) lim E} = lim (lim EZ) 
— > 
"a, Fa À œ 


CoROLLATRE. — Soit (Ei, fs4*) un second système induclif d’ensembles relatif à 1 x L, 
et, pour chaque (x, X) soit uà une application de E} dans EÒ, les uk formant un système 
inductif d'applications. On a alors 


(33) lim ad = lim (lim ul). 
—-- I. bma a 
a, À CR œ 


Nous laissons la vérification au lecteur. 


Proposition 10. —- Soient (Ey, fu), (Ek Joz) deux systèmes inductifs d'ensembles 


relatifs à un même ensemble d'indices préordonné Jiltrant à droite I; soient E = lim Ey, 
—> 


E’ = lim E;, et désignons par fy: Ex -> E et Jy: Ey -> E’ (pour a € I) les applications 
x 
canoniques. Alors (E, x Eg, fox X Jox) est un Système induchf d'ensembles, (fa x fs) 
est un système induclif d’applications, et lim (Jy x fy) est un bijection 
—> 


(34) lim (E, x E}) — (lim E,) x (lim E}). 
—> —— —> 


La vérification des deux premières assertions est immédiate, et pour voir que 

= lim (fa x fs) est bijective, nous allons appliquer la prop. 6 de III, p. 62. 

Il est clair que E x E’ est réunion des f(E,) x Ja(Ea)h donc g est surjective. 
D'autre part, si (x, x") et (y, y’) sont deux éléments de E, x E, tels que f(x) = 
Ja) et falx) = Kly)), il existe (III, p. 62, lemme 1) deux éléments 8 > «, 
y > «a de I tels que f(x) = fly) et falx’) = fial y); comme I est filtrant, il 
existe un del tel que à > Bet S > y, d’où fix) = fout) et Sal) = fay) 


ce qui achève la démonstration. 


On dit que la bijection g est canonique. 
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COROLLAIRE. — Soient (Fu, Zpa)s (Fas Sea) deux systèmes inductifs d'ensembles relatifs à 
I. et pour tout a € I, soient ug: Ex > Fu, Ua: Ey, — F, des applications formant deux 


dy 
-,stèmes inductifs. Alors (u, x uy) est un système inductif d'applications, et l’on a, à des 
°:'ections canoniques près 


Los 


5 lim (u, x ug) = (lim u4) x (lim w). 
— —> —> 


La vérification est laissée au lecteur. 


Exercices 


gl 


1) Soit E un ensemble ordonné dans lequel il existe au moins un couple d’elements distincts 
et comparables. Montrer que si on désigne par Rx, yí la relation «xe E etyeEetx <y», 
R vérifie les deux premières conditions de III, p. 1, mais non la troisième. 


2) a) Soient E un ensemble préordonné, Six, y} une relation d’équivalence dans E. On note 
REX, Yý la relation 


«X e E/S et Y e E/S et pour tout xe X, il existe y € Y tel que x < y». 


Montrer que R est une relation de préordre dans E/S, dite quotient de x < y par S; E/S, muni 
de cette relation de préordre, est appelé (par abus de langage; cf. IV, p. 21) l'ensemble pré- 
ordonné quotient de E par S. 

b) Soit ọ application canonique de E sur E/S. Montrer que toute application g de Pen- 
semble préordonné quotient E/S dans un ensemble préordonné F telle que g o ® soit crois- 
sante, est une application croissante de E/S dans F. Pour que ọ soit croissante, il faut et il 
suffit que S satisfasse à la condition suivante: 

(C) Les relations x < y et x = x (mod. S) dans E entraînent qu’il existe y’ € E tel que 
y = y’ (mod. S) et x’ < y’. 

Lorsqu'il en est ainsi, on dit que la relation d'équivalence S est faiblement compatible (en x 
ety) avec la relation de préordre x < y. Toute relation d'équivalence S compatible (en x) avec 
la relation de préordre x < y (II, p. 42) est a fortiori faiblement compatible (en x et y) avec 
cette relation. 

c) Soient E;, Eg deux ensembles préordonnés. Montrer que si S, est la relation d'équivalence 
priz = prz dans E, x Eg, S; est faiblement compatible en z et { avec la relation de pré- 
ordre produit z < {sur E} x E (mais en général elle n’est pas compatible avec cette rela- 
tion ni en z ni en t); en outre, si 9, est l'application canonique de E, x E, sur (E, x Eo)/51, 
et si pri = fi ° p1 est la décomposition canonique de pr, pour la relation d’équivalence $;, 
montrer que fı est un isomorphisme de (E; x Es)/S, sur E1. 

d) Sous les hypothèses de a), on suppose que E soit un ensemble ordonné, et que la condition 
suivante soit vérifiée: 

(C’) Les relations x < y < z et x = z (mod. S) dans E impliquent x = y (mod. S). 

Montrer alors que R}X, Y$ est une relation d’ordre entre X et Y dans E/S. 

e) Donner un exemple d’un ensemble totalement ordonné E ayant 4 éléments et d’une 
relation d'équivalence S dans E telle que ni la condition (C) ni la condition (C’) ne soient 
vérifiées, bien que E/S soit un ensemble ordonné. 

J) Soient E un ensemble ordonné, f une application croissante de E dans un ensemble 
ordonné F, et Six, y} la relation d'équivalence f(x) = f(y) dans E. La condition (C”) est 
alors vérifiée. Pour que la condition (C) le soit, il faut et il suffit que les relations x < y et 
ft) = f(x’) entraînent qu'il existe y’ € E tel que x’ sy’ et fly) = fly). Soit f = go ọ la 
décomposition canonique de f; pour que g soit un isomorphisme de E/S sur f(E), il faut et il 
suffit que la condition précédente soit vérifiée et en outre que la relation f(x) < f(y) 


entraîne qu'il existe x”, y’ tels que f(x) = f(x), f(y) = Sy) et x’ sy. 


3) Soient I un ensemble ordonné, (E) er une famille d’ensembles ordonnés non vides ayant 
I pour ensemble d’indices. 

a) Soit F l’ensemble somme (II, p. 30) de la famille (E,) er et, pour tout xe F, soit A(x) 
Pindice t tel que x € E,; soit G le graphe formé des couples (x,y) € F x F ayant la propriété 
suivante: A(x) < (y), ou A(x) = Ay) et x < y dans Exx Montrer que G est le graphe d’un 
ordre sur F; l’ensemble F, muni de cet ordre, est appelé la somme ordinale de la famille (E) er 
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d’ensembles ordonnes (relativement à l’ordre sur I), et se note pa E,. Montrer que la relation 
ter 
d'équivalence correspondant à la partition (E,) er de F vérifie les conditions (C) et (C’) de 
l’exerc. 2, et que l’ensemble ordonné quotient (exerc. 2) est canoniquement isomorphe à I. 
bi Si l’ensemble I est somme ordinale d’une famille (J,)Acı, d’ensembles ordonnés, où L est 
ordonné, montrer que l’ensemble ordonné > E, est canoniquement isomorphe à la somme 
tel 


ordinale F,, où F, = pa E, (« associativité » de la somme ordinale). Lorsque I est len- 
AEL Led; 
semble totalement ordonné {l, 2}, on écrit aussi E, + E, la somme ordinale de E, et Ez; 


montrer que E + E, et E, + Ez ne sont pas nécessairement isomorphes. 


c Pour qu’une somme ordinale > E, soit un ensemble filtrant à droite, il faut et il suffit 
tel 


que I soit filtrant à droite et que, pour tout élément maximal œw de I, E, soit filtrant à droite. 

d; Pour qu’une somme ordinale > E, soit un ensemble totalement ordonné, il faut et il 
tel 

suffit que I et chacun des E, soient totalement ordonnes. 

€e Pour qu’une somme ordinale y2 E, soit un ensemble réticulé, il faut et il suffit que les 
teI 

conditions suivantes soient vérifiées: 

I L’ensemble I est réticulé, et pour tout couple (à, u) d'indices non comparables dans I, 

Esaupa. (resp. Einra.w) admet un plus petit (resp. un plus grand) élément. 

11) Pour tout x € I et tout couple d'éléments (x, y) de E, tel que l’ensemble {x, y} soit majoré 

resp. minoré) dans E,, l’ensemble {x, y} admet une borne supérieurc (resp. inférieure) dans Eg. 

III) Pour tout x € I tel que E, contienne un ensemble de deux éléments non majoré (resp. 

non minoré) dans E,, l’ensemble des x € I tels que % > x (resp. À < x) admet un plus petit 

element (resp. un plus grand élément) B, et Eg a un plus petit élément (resp. un plus grand 

élément). 


+ Soit E un ensemble ordonné, et soit (E,)\eı la partition de E formée par les composantes 
connexes de E (II, p. 52, exerc. 10) pour la relation réflexive et symétrique «x = y ou x ety 
ne sont pas comparables ». 

a Montrer quesiv# K, x € E, etyeE,, x et y sont comparables et que si, par exemple, 
x <y,y'eR,ety’ # y, on a aussi x < y’ (remarquer qu’il n’existe pas de partition de E, en 
deux ensembles A, B tels que tout élément de A soit comparable à tout élément de B). 

b Deduire de a) que la relation d'équivalence S correspondant à la partition (E,) de E est 
compatible (en x et en y) avec la relation d’ordre x < y dans E, et que l’ensemble ordonné 
quotient E/S (III, p. 69, exerc. 2) est totalement ordonné. 

ce Quelles sont les composantes connexes d’un ensemble ordonné E = F x G, produit de 
deux ensembles totalement ordonnés ? 


5 Soit E un ensemble ordonné; on dit qu’une partie X de E est libre si deux éléments 
distincts quelconques de X sont incomparables. Soit 3 l’ensemble des parties libres de E. 
Montrer que, dans 3, la relation « quel que soit x € X, il existe y € Y tel que x < y » est une 
relation d'ordre entre X et Y, notée X < Y. L'application x + {x} est un isomorphisme de E 
sur une partie de l’ensemble ordonné 3. Si X € Y pour Xe et Yeg, montrer que 
X < Y. Pour que $ soit totalement ordonné, il faut et il suffit que E soit totalement ordonné 
et I est alors canoniquement isomorphe à E. 


© Soient E et F deux ensembles ordonnés, ct soit 4 (E, F) le sous-ensemble de l’ensemble 
ordonné produit FE, formé des applications croissantes de E dans F. 

a) Montrer que si E, F, G sont trois ensembles ordonnés, l’ensemble ordonné «7 (E, F x G) 
est isomorphe à l’ensemble ordonné produit (E, F) x Z(E,G). 

b; Montrer que si E, F, G sont trois ensembles ordonnés, l’ensemble ordonné £ (E x F, G) 
est isomorphe à l’ensemble ordonné £ (E, (F, G)). 

c On suppose que E n’est pas vide. Pour que æ% (E, F) soit réticulé, il faut et il suffit que F 
soit reticule. 
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d) On suppose que E et F sont non vides. Pour que æ (E, F) soit totalement ordonné, il faut 
et il suffit que l’une des conditions suivantes soit vérifiée : 

x) F est réduit à un seul élément; 

8) E est réduit à un seul élément et F est totalement ordonné; 

y) E est totalement ordonné et F est un ensemble totalement ordonné ayant deux éléments. 


7) Pour que toute application d’un ensemble ordonné E dans un ensemble ordonné F ayant 
au moins deux éléments, qui est à la fois croissante et décroissante, soit constante dans E, il 
faut et il suffit que E soit connexe pour la relation réflexive et symétrique « x et y sont compa- 
rables » (II, p. 52, exerc. 10); cette condition est en particulier vérifiée lorsque E est filtrant 
à gauche ou à droite. 


8) Soient E et F deux ensembles ordonnés, f une application croissante de E dans F, g une 
application croissante de F dans E. Soit A (resp. B) l’ensemble des x € E (resp. des y e F) tels 
que g(f(x)) = x (resp. f(g(y)) = y). Montrer que les ensembles ordonnes A et B sont 


canoniquement isomorphes. 
* 9) Dans un ensemble réticulé E, démontrer la relation 
sup (inf xy) < inf (sup x) 
3 
pour toute famille « double » finie (x5).% 


10) Soient E et F deux ensembles réticulés. Pour qu'une application f de E dans F soit 
croissante, il faut et il suffit que, quels que soient x,y dans E, on ait 


Fünf (x,y)) < inf (f(x), f(y)). 
*Donner un exemple d'application croissante f de l’ensemble ordonné produit 
N x N dans l’ensemble ordonné N, telle que la relation f(inf (x, y)) = inf (f(x), f(y)) ne 
soit pas vérifiée pour au moins un couple (x, y) dans N x N., 


il) On dit qu’un ensemble réticulé E est achevé si toute partie de E admet une borne 

supérieure et une borne inférieure dans E, ce qui entraîne en particulier que E admet un 

plus grand et un plus petit élément. 

a) Montrer que si un ensemble ordonné E est tel que toute partie de E admette une borne 

supérieure dans E, E est un ensemble réticulé achevé. 

b) Pour qu’un produit d’ensembles ordonnés soit réticulé achevé, il faut et il suffit que chacun 

des ensembles facteurs le soit. 

c) Pour qu’une somme ordinale (III, p. 69, exerc. 3) > E, soit un ensemble réticulé achevé, 
teI 

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: 

1) I est un ensemble réticulé achevé. 

11) Si J est une partie de I qui n’a pas de plus grand élément, et si o = sup J, E, a un plus 

petit élément. 

III) Pour tout ve l, toute partie de E, majorée dans E, a une borne supérieure dans E,. 

IV) Pour tout re I tel que E, n’admette pas de plus grand élément, l’ensemble des x > ta 

un plus petit élément v et E, admet un plus petit élément. 

d) Pour que l’ensemble ordonné .Y(E, F) des applications croissantes d’un ensemble 

ordonné E dans un ensemble ordonné F (III, p. 70, exerc. 6) soit réticulé achevé, il faut et il 

suffit que F soit réticulé achevé. 


12) Soit ® un ensemble d’applications d’un ensemble A dans lui-même. Soit % la partie de 
P(A) formée des ensembles X © A tels que f(X) € X pour toute application fe D; montrer 
que fý est un ensemble réticulé achevé pour la relation d’inclusion. 


13) Soit E un ensemble ordonné; on dit qu’une application f de E dans lui-même est une 

fermeture si elle satisfait aux conditions suivantes: 1° fest croissante; 2° pour tout x € E, on a 
f(x) > x; 3° pour tout xeE, on a f(f(x)) = f(x). Soit F l’ensemble des éléments de E 
invariants par f. 
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a) Montrer que pour tout x € E, l’ensemble F, des éléments y € F tels que x < y admet un 
plus petit élément égal à f(x). Réciproquement, si G est une partie de E telle que, pour tout 
xe E, l’ensemble des y e G tels que x < y admette un plus petit élément g(x), g est une 
fermeture, et G est l’ensemble des éléments invariants par g. 

b) On suppose que E est un ensemble réticulé achevé; montrer que la borne inférieure dans 
E d’une partie non vide quelconque de F appartient à F. 

c) Montrer que si E est réticulé, on a f(sup(x,y)}) = sup( f(x), /{y)) pour tout couple 
d'éléments x, y de E. 


14) Soient A et B deux ensembles, R une partie quelconque de A x B. Pour toute partie X 
de À (resp. toute partie Y de B), on désigne par p(X) (resp. o(¥)) l’ensemble des y e B 
(resp. des x € A) tels que (x,y) e R pour tout xe X (resp. (x,y) ER pour tout y = Y). 
Montrer que p et o sont décroissantes, et que les applications X -> o(g(X)) et Y > p(o(¥)) 
sont des fermetures (IH, p. 71, exerc. 13) dans (A) et P(B) respectivement (ordonnés par la 
relation d’inclusion). 


15) a) Étant donné un ensemble ordonné E, pour toute partie X de E, on désigne par p(X) 
l’ensemble des majorants de X dans L, par o(X) l’ensemble des minorants de X dans E. 
Montrer que, dans R(E), l’ensemble Ë des X tels que X = o(p(X)) est un ensemble réticulé 
achevé, et que l’application i: x => o({x}) est un isomorphisme (dit canonique) de E sur un 
sous-ensemble ordonné E’ de È tel que, si une famille (x) d'éléments de E a une borne 
supérieure (resp. inférieure) dans E, l’image de cette borne supérieure (resp. inférieure) est la 
borne supérieure (resp. inférieure) dans E de la famille des images des x. On dit que È est 
l'achèvement de l’ensemble ordonné E. 

b) Montrer que pour toute partie X de E, o(g(X)) est la borne supérieure dans E de la 
partie ¿i (X) de E. Pour toute application croissante f de E dans un ensemble réticulé achevé 
F, il existe une application croissante et une seule f de E dans F telle que f=foiet que 


f{sup Z) = sup (f(Z)) pour toute partie Z de E. 
c) Si E est totalement ordonne, montrer que È est totalement ordonné, 

t 16) On dit qu'un ensemble réticulé E est distributif s’il satisfait aux deux conditions 
suivantes: 

(D’) sup(x, inf(y, z)) = inf(sup(a. y), supfx, z 
(D’) inf(x, sup(y, z)) = sup(inf(x, y), inf(x, z) 


) 


I 


) 
) 
quels que soient x, y, z dans E. Un ensemble totalement ordonné est réticulé distributif. 

a) Montrer que chacune des conditions (D^), (D”) entraîne, à elle seule, la condition 

(D) sup(inf(x. y), inf(y, z), inf(z, x)) = inf(sup(x, y), sup(y, z), sup(z, x)) 

quels que soient x, y, z dans E. 

b) Montrer que la condition (D) entraîne la condition: 

(M) Si x > z, sup(z, inf(x, y)) = inf(x, sup{y, zji. 

En déduire que (D) entraîne chacune des conditions (D’), (D”), et par suite que les trois 
axiomes (D), (D’) et (D”) sont équivalents (pour voir par exemple que (D) entraîne (D^), 
prendre la borne supérieure de x et de chacun des deux membres de (D), et utiliser (M)). 
c) Montrer que chacune des conditions suivantes: 

(T^) inf(z, sup{x, y)) < sup(x, inf(y, z)) 
(7) inf(sup(x. y), sup(2, inf(x, y))) = suplinf(x, y), inf(y, 2), inf(z, x)) 
quels que soient x, y, z dans E 


— est nécessaire et suffisante pour que E soit distributif. (Pour montrer que (T’) entraîne 
(D”), considérer l’élément inf(z, sup(x, inf(y, z)))). 


#17) On dit qu’un ensemble ordonné réticulé E ayant un plus petit élément « est relativement 
complémenté si pour couple d'éléments x, y, de E tels que x < y, il existe un élément x’ tel que 
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sup(x, x’) = y et inf(x, x’) = x. Un tel élément x’ est appelé un complément relatif de x par 
rapport à y. 

*a) Montrer que l’ensemble E des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension 
> 2, ordonné par la relation d’inclusion, est réticulé et relativement complémenté, mais que 
pour deux éléments x, y de E tels que x < y, il existe en général plusieurs compléments relatifs 
distincts de x par rapport à y.x 

b) Si E est distributif et relativement complémenté, montrer que, pour x < y dans E, il 
existe un unique complément relatif de x par rapport à y. On dit que E est un réseau booleien 
s’il est distributif, relativement complémenté et en outre admet un plus grand élément w. 
Pour tout x € E, soit alors x* le complément de x par rapport à o; l’application x > 4* est un 
isomorphisme de E sur l’ensemble ordonné obtenu en munissant E de l’ordre opposé, et on a 
(x*)* = x, Pour tout ensemble A, l’ensemble B(A) des parties de A, ordonné par inclusion, 
est un réseau booléien. 

c) Si E est un réseau booléien achevé (J11, p. 71, exerc. 11), montrer que pour toute famille (x4) 
d'éléments de E et tout y € E, on a 


inf(y, sup(a,)) = sup{in{(y,x;)). 
a x 


(Sc ramener au cas où y = x, et utiliser le fait que st inf(z, x) = x pour tout indice ?, on a 
2* > x, pour tout >). 


“ *]8) Soient A un ensemble ayant au moins trois éléments, :? l’ensemble des partitions de 
A, ordonné par la relation «m cest plus fine que w » entre w et w (HHE, p. 2, Exemple 4). 
Montrer que 7 est un ensemble réticulé achevé (III, p. 71, exerc. 11), n’est pas distributif 
(IIL, p. 72, exerc. 17).mais est relativement complémenté {pour démontrer ce dernier point, 
bien ordonner les ensembles appartenant à une partition)... 


19) On dit qu'un ensemble ordonné E est sans trou s'il contient deux éléments distincts 
comparables et si, pour tout couple d'éléments x. y de E tels que x < y, l'intervalle ouvert 


Ix, yf n’est pas vide. Montrer que pour qu’une somme ordinale > E, (exerc. 3) soit sans trou, 
teI 


il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: 
1) Ou bien I contient deux éléments distincts comparables, ou bien il existe se I tel que E; 
contienne deux éléments distincts comparables. 
II) Chaque E, contenant au moins deux éléments distincts comparables est sans trou. 
HI) Si a, 8 sont deux éléments de I tels que x < $ et si l'intervalle Ja, 8{ est vide dans 1, 
alors, ou bien E, n’a pas d'élément maximal, ou bien E, n’a pas d'élément minimal. 

En particulier, tout somme ordinale 5 E, d’ensembles sans trou est sans trou lorsque 

tel 
aucun E, n’a d'élément maximal (ou lorsque aucun des E, wa d'élément minimal). Si I est 
sans trou, et si chacun des E, est sans trou ou ne contient aucun couple d'éléments distincts 
comparables, > E, est sans trou. 
wel 
€ 20) On dit qu’un ensemble ordonné E est dispersé si aucun sous-ensemble ordonné de E 
n’est sans trou (exerc. 19). Tout sous-ensemble d’un ensemble dispersé est dispersé, * Tout 
ensemble bien ordonné ayant au moins deux éléments est dispersé. x 
a) On suppose que E soit dispersé: alors, pour tout couple d'éléments x, y de E tels que 
x < y, il existe deux éléments x’, y’ de E tels que x < x’ < y” < y et que l'intervalle Jx’, y'{ 
soit vide. *Donner un exemple d’ensemble totalement ordonné vérifiant la condition 
précédente et qui n’est pas dispersé (considérer l’ensemble triadique de Cantor). x 
b) Pour qu’une somme ordinale E = > E, (où I et les E, sont non vides) soit dispersée, il 
teI 

faut et il suffit que I et chacun des E, soient dispersés (remarquer que E contient un sous- 
ensemble isomorphe à I, et que tout sous-ensemble F de E est somme ordinale des ensembles 
F A E, qui sont non vides; utiliser enfin lexerc. 19). 


21) Soient E un ensemble non vide totalement ordonné, Six, yi la relation « l’intervalle 
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fermé d’extrémités x, y est dispersé » (III, p. 73, exerc. 20). Montrer queS est une relation 
d'équivalence faiblement compatible (III, p. 69, exerc. 2) en x et y avec la relation d’ordre 
sur E, que les classes d'équivalence suivant S sont des ensembles dispersés, et que l’ensemble 
ordonné quotient E/S (III, p. 69, exerc. 2) est sans trou ou réduit à un élément. En déduire 
que E est isomorphe à une somme ordinale d’ensembles dispersés, dont l’ensemble d’indices 
est sans trou ou réduit à un seul élément. 


“ 22\ a) Soit E un ensemble ordonné. On dit qu’une partie U de E est un ensemble ouvert 
si pour tout x € U, U contient l'intervalle (x. —-{. On dit qu’un ensemble ouvert U est régulier 
il n’existe aucun ensemble ouvert V > U, distinct de U, tel que U soit cofinal dans V. 
Montrer que tout ensemble ouvert U est cofinal dans un et un seul ensemble ouvert régulier 


uw tv 


Ù: L’application U => Ù est croissante. Si U et V sont deux ensembles ouverts tels que 
UAV = ø, alors on a aussi UN V= ø. 

o Montrer que l’ensemble R(E) des sous-ensembles ouverts réguliers de E, ordonné par 
inclusion, est un réseau booléien achevé (III, p. 73, exerc. 17). Pour que R(E) soit réduit à 
deux éléments, il faut et il suffit que E soit non vide et filtrant à droite. 

¿c Si F est un sous-ensembles cofinal de E, montrer que l’application U > U OA F est un 
isomorphisme de R(E) sur R(F). 

+ Si E, et E, sont deux ensembles ordonnes, tout ensemble ouvert dans E, x Eg est égal 
a un produit U, x Us, où U, est ouvert dans E, pour à = 1, 2; l’ensemble R(E, x Es) est 
isomorphe à R(Eı) x R(E2). 


“ 23) Soient E un ensemble ordonné, Ro(E) l’ensemble R(E) — { ø} (exerc. 22). Pour tout 
1€ E, on désigne par r(x) Punique ensemble ouvert régulier dans lequel lintervalle (x, ->{ 
qui est un ensemble ouvert) est cofinal. On dit que r est l’application canonique de E dans 
R/E). On munit RQ(E) de la relation d’ordre opposée à la relation d’inclusion. 

a Montrer que l’application r est croissante et que l’image canonique r(E) est cofinale dans 
RE). 

5 On dit qu’un ensemble ordonné E est afiltrant à droite si l’application canonique 
r: E — R(E) est injective. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les deux conditions 
suivantes soient vérifiées: 

I) Si x, y sont deux éléments de E tels que x < y, il existe z € E tel que x < z et que les 

intervalles (y, —>{ et (z, —>( ne se rencontrent pas. 


11) Si x, y sont deux éléments incomparables de E, ou bien il existe x’ > x tel que les 
intervalles (x’, —>{ et (y, —>{ ne se rencontrent pas, ou bien il existe y’ > y tel que les inter- 
valles (x, -->( et (y’, —{ ne se rencontrent pas. 

c Montrer que pour tout ensemble ordonné E, Ro(E) est afiltrant à droite et que l’applica- 
tion canonique de R,(E) dans Ro(Ro(E)) est bijective (utiliser l’exerc. 22 a)). 


*24, a) On dit qu’un ensemble ordonné E est fourchu (à droite) si, pour tout x € E, il existe 
5. z dans E tels que x < y, x < z, et que les intervalles (y, ->{ et (z, —{ ne se rencontrent pas. 
Un ensemble afiltrant à droite et sans élément maximal (exerc. 23) est fourchu à droite. 
5 Soit E l’ensemble des intervalles de R, de la forme (k.27", (k + 1)27%) (0 < k< 2°), 
ordonné par la relation >. Montrer que E est afiltrant à droite et sans élément maximal. 
Donner un exemple d'ensemble fourchu dans lequel il n’existe aucun sous-ensemble co- 
znal afiltrant à droite. (Prendre le produit de l’ensemble E défini dans b) et d’un ensemble 
bien ordonné F ne contenant aucun sous-ensemble cofinal dénombrable, et utiliser 
l'exerc. 22.) 
d Donner un exemple d'ensemble ordonné E qui n’est pas afiltrant mais dans lequel il 
existe une partie cofinale afiltrante (remarquer que dans une somme ordinale > Fe, il 
existe une partie cofinale isomorphe à E).% EB 


1 Cette terminologie se justifie en notant qu’il y a une topologie unique sur E pour laquelle les 
ensembles ouverts (resp. ouverts réguliers) sont ceux définis dans l’exerc. 22 a) (cf. TG, I, § 1, 
exerc. 2 et $ 8, exerc. 20). 
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1) Montrer que, dans l’ensemble des ordres sur un ensemble E, les éléments minimaux 
(pour la relation d'ordre « I’ est moins fin que 1” » entre F et I”) sont les ordres totaux sur E, 
et que pour tout ordre I sur E, le graphe de I est lintersection des graphes des ordres 
totaux moins fins que T (appliquer III, p. 20, th. 2). En déduire que tout ensemble ordonné 
est isomorphe à un sous-ensemble d’un produit d’ensembles totalement ordonnes. 


2} Soient E un ensemble ordonné, 8 l’ensemble des parties de E qui sont bien ordonnées 
par l’ordre induit. Montrer que, dans ®, la relation « X est un segment de Y » est une relation 
d’ordre entre X et Y et que, pour cette relation d’ordre, $ est inductif. En déduire qu’il 
existe des parties bien ordonnees de E qui ne sont pas strictement majorees dans E. 


3) Soit E un ensemble ordonne. Montrer qu’il existe deux parties A, B de E telles que 
AUBZ=E,ANB = 5, que A soit bien ordonnée et que B n’ait pas de plus petit élément 
{prendre par exemple pour B la réunion des parties de E n’ayant pas de plus petit élément) ; 
* donner un exemple où il y a plusieurs partitions de E en deux ensembles ayant ces pro- 
prietes. x 


% 4) On dit qu’un ensemble ordonné F est partiellement bien ordonné si toute partie totalement 
ordonnée de F est bien ordonnée. Montrer que dans tout ensemble ordonné E, il existe une 
partie F partiellement bien ordonnée et cofinale à E. (Considérer sur l’ensemble % des 
parties partiellement bien ordonnées de E la relation d’ordre «X € Y et aucun élément de 
Y — X n'est majoré par un élément de X » entre X et Y; montrer que ?ÿ est inductif pour 
cette relation.) 


5) Soient E un ensemble ordonné, à l’ensemble des parties libres de E, ordonné par la relation 
définie dans IH, p. 70, exerc. 5. Montrer que, si E est inductif, 9 admet un plus grand 
élément. 


© 6) Soient È un ensemble ordonné, f une application de E dans E telle que f(x) > x pour 
tout x€ E. 

a) Soit Œ l’ensemble des parties M de E ayant les propriétés suivantes: 1° la relation x € M 
entraine f(x) € M; 2° si une partie non vide de M admet une borne supérieure dans E, cette 
borne appartient à M. Pour tout élément a e E, montrer que l'intersection C, des ensembles 
de ($ contenant a appartient à @; en outre Ca est bien ordonné, et si C, admet une borne 
supérieure b dans E, on a b €e C, et f{b) = b: on dit que C, est la chaine de a (pour la fonction 
J). (Considérer l’ensemble M formé de l’ensemble vide et des parties X de E contenant a, 
admettant une borne supérieure m dans E, et telles que Pon ait m ¢ Xou f(m) > m; appliquer 
convenablement à M le lemme 3 de III, p. 19.) 

b) Déduire de a) que si E est inductif, il existe un élément b € E tel que f(b) = b. 


« 7) Soient E un ensemble ordonné, F l’ensemble des fermetures (II, p. 71, exerc. 13) dans 
E. On ordonne F en posant u < v lorsque u(x) < v(x) pour tout xe E; F admet un plus petit 
élément e, application identique de E sur lui-même. Pour tout u € F, on note I(x) l’ensemble 
des éléments de E invariants par x. 

a) Montrer que pour que l’on ait u < v dans F, il faut et il suffit que I(v) € I{w). 

b) Montrer que si deux éléments quelconques de E admettent une borne inférieure dans E, 
deux éléments quelconques de F admettent une borne inférieure dans F. Si E est un ensemble 
réticulé achevé (III, p. 71, exerc. 11) il en est de même de F. 

ec) Montrer que si E est inductif (pour la relation <), deux éléments quelconques u, v de F 
admettent une borne supérieure dans F (montrer que si on pose f(x) = v(u(x)), et si on 
désigne par w(x) le plus grand élément de la chaîne de x, relative à f (exerc. 6), w est une 
fermeture dans E, borne supérieure de x et de v). 


* 8) On dit qu’un ensemble ordonné E est rami/ıe (à droite) si, pour tout couple d'éléments 
x, y de E tels que x < y, il existe z > x tel que y et z soient incomparables. On dit que E est 
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complètement ramifie (à droite) s’il est ramifi et s’il ne possède pas d’élément maximal. Tout 
ensemble afiltrant à droite (III, p. 74, exerc. 23) est ramifié. 
: Soient E un ensemble ordonné, a un élément de E. Montrer que l’ensemble R, des parties 
ramifiées de E ayant a pour plus petit élément, ordonné par inclusion, admet un élément 
maximal. 
: Sien outre E est fourchu (III, p. 74, exerc. 24), montrer que tout élément maximal de 
N, est complètement ramifié. 

Donner un exemple d'ensemble fourchu non ramifié. I’ensemble fourchu défini dans 
'exerc. 24 6) de II, p. 74, est complètement ramifié. 
2 Soit E un ensemble dans lequel tout intervalle J<-, x} est totalement ordonné. Montrer 
zu'il existe dans E un ensemble cofinal qui est afiltrant (III, p. 74, exerc. 22) (utiliser b)). 


= Pour qu’une somme ordinale > E, (HI, p. 69, exerc. 3) soit bien ordonnée, il faut et il 
er 
suffit que I et chacun des E, soient bien ordonnés. 


:0; Soient I un ensemble ordonné, (E,\,.; une famille d’ensembles ordonnés qui sont tous 


ezaux à un même ensemble ordonné E. Montrer que la somme ordinale > E, (III, p. 69, 
ver 


xerc. 3) est isomorphe au produit lexicographique de la suite (F,)\cw,p Où l’ensemble 
x. 5} de deux éléments distincts est bien ordonné par la relation dont le graphe est 

x. x), (æ, B), (B, 8)} et où Fa = I et Fg = E; ce produit s'appelle produit lexicographique de È 
¿ar Letse note E.I. 


“ *1]1) Soient I un ensemble bien ordonné, (E,),.ı une famille d’ensembles ordonnés dont 
.hacun contient au moins deux éléments distincts comparables. Pour que le produit lexico- 
zraphique des E, soit bien ordonné, il faut et il suffit que chacun des E, soit bien ordonné et 
zue I soit fini (si I est infini, definir dans le produit lexicographique des E, une suite infinie 
strictement décroissante). y 


© 12; Soit I un ensemble d'indices totalement ordonné, et soit (E, Jre ı une famille d’ensembles 


:rdonnés ayant I pour ensemble d’indices. On définit sur E = [I E, la relation suivante 


R x. yf: « l’ensemble des : € I tels que prix # pry est bien ordonné et, pour le plus petit 
<.ement de cet ensemble, on a prix < pry ». Montrer que Rix, y} est une relation d’ordre entre x 
=: y dans E. Si les E, sont totalement ordonnés, montrer que les composantes connexes de E 
vour la relation «x et y sont comparables » (II, p. 52, exerc. 10) sont des ensembles totale- 
ment ordonnes. On suppose que chaque E, a au moins deux éléments; pour que E soit totale- 
ment ordonné, il faut et il suffit que I soit bien ordonné et que les E, soient totalement 
crdonnés (utiliser l’exerc. 3 de III, p. 75); E est alors le produit lexicographique des E,. 


:3 a) Soit Is(F, I”) la relation 

«T est un ordre (sur E) et I” est un ordre {sur E’), et il existe un isomorphisme de E, 
ordonné par T, sur E’, ordonné par I” ». 

Montrer que la relation Is(T', I”) est une relation d’equivalence dans tout ensemble dont 
‘es éléments sont des ordres. Le terme ,(Is(I‘, A)) est un ordre appelé type d’ordre de T, et 
noté Ord(T), ou Ord(E) par abus de notation. Pour que deux ensembles ordonnés soient 
somorphes, il faut et il suffit que leurs types d’ordre soient égaux. 
: Soit RÍA, ui la relation: 

«à est un type d’ordre et y est un type d'ordre, et il existe un isomorphisme de l’ensemble 
ordonné par À sur une partie de l’ensemble ordonné par u». 

Montrer que RÂA, uf est une relation de préordre entre X et u; on la note À < y. 

Soient I un ensemble ordonné, (>) ex un ensemble de types d'ordre ayant I comme en- 


semble d’indices. On appelle somme ordinale des types d’ordre à, (LEI) et on note = À le 
let 


type d’ordre de la somme ordinale (III, p. 69, exerc. 3) de la famille des ensembles ordonnés 


ur: 
Lie 
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par À. Si (E,).e1 est une famille d’ensembles ordonnés, le type d’ordre de > E, est > Ord(E;). 
teI LeI 
Si I est somme ordinale d’une famille d’ensembles (Je)xkex, montrer que l’on a 


DE OEO 2h 


KEK tEJk 


d) Soit I un ensemble d'indices bien ordonné: on appelle produit ordinal d’une famille 
(aher de types d'ordre, et on note P 2, le type d’ordre du produit lexicographique de la 
teI 
famille des ensembles ordonnés par ?,. Si (E) e1 est un famille d’ensembles ordonnés, le type 
d’ordre du produit lexicographique de cette famille est P Ord(E,). Si I est somme ordinale 
teI 
d’une famille d'ensembles bien ordonnés (Jy)kex. où K est bien ordonné, montrer qu’on a 
P ( P à) = P he 
KEK tējk Lel 
c) On note À + u (resp. pA) la somme ordinale (resp. le produit ordinal) de la famille 
(Een où J = {a, B} est un ensemble à deux éléments distincts, ordonné par la relation de 
graphe {(x, a), (x, B), (B, B)} et où &, = %, £ = u. Montrer que, si I est un ensemble bien 
ordonné de type d’ordre >, et si (her est une famille de types d’ordre telle que u = u 
pour tout teI, on a > mn = uà On a (A +u) +v= x + (u +y), (Aus = A(uv) et 
tel 
Ma + v) = ap + Av (mais en général x + u Æ p + A Au # ur (À + mv À Av + pv). 
f) Soient (A)yeret (Kı)ıcı deux familles de types d’ordre ayant même ensemble d'indices 


ordonné I. Montrer que, si on a À, < u, pour tout EI, on a > h < > u, et (si I est bien 


vel tel 
ordonné) P à, < P m. Si J est une partie de 1, montrer que > A < > A et (si lest bien 
tel teI reJ LEI 
ordonné et les À, non vides) P x, < P x. 


teg tel 
g) On désigne par %* le type d’ordre de l’ensemble ordonné par l’ordre opposé à l’ordre à; 
on a {A*)* = à, (È x)* = > XF, où I* désigne l’ensemble I muni de l’ordre opposé à 
wel Lel* 


l’ordre donné initialement sur I. 


€ 14) On appelle ordinal le type d'ordre d’un ensemble bien ordonné (III, p. 76, exerc. 13). 

a) Montrer que, si (M) er est une famille d’ordinaux telle que I soit bien ordonné, la somme 

ordinale > À, est un ordinal; *si en outre I est fini, le produit ordinal P X est un ordinal 
teI LEI 

(II, p. 76, exerc. 11). On désigne (par abus de langage, cf. § 3) le type d’ordre de l’ensemble 

vide par 0, le type d’ordre de l’ensemble à un élément par |; montrer que lon a 


a +0=0+ax=x et «.l = l.x = « 

pour tout ordinal «. 
b) Montrer que la relation « A est un ordinal et u est un ordinal et À < u » est une relation de 
bon ordre, que l’on note À < u (remarquer que, si à et u sont des ordinaux, la relation À < u 
est équivalente à «X est égal au type d’ordre d’un segment de y » (III, p. 22, cor. 3); étant 
donnée une famille (A,),er d’ordinaux, considérer sur I une structure d’ensemble bien 
ordonné, et prendre la somme ordinale de la famille des ensembles ordonnés par les 2,: 
utiliser enfin la prop. 2 de III, p. 16). 
c) Soit « un ordinal; montrer que la relation « £ est un ordinal et % < « » est collectivisante 
en €, et que l’ensemble O, des ordinaux <« est un ensemble bien ordonné tel que 
Ord(O,) = «. On identifie souvent «æ et O,. 
d) Montrer que, pour toute famille d’ordinaux (Z,)\er, il existe un ordinal & et un seul tel 
que la relation « à est un ordinal et pour tout: € I, & < A » soit équivalente à « < à. On dit, 
par abus de langage, que « est la borne supérieure de la famille d’ordinaux (&,),.r et on pose 
«= sup &, (c’est le plus grand élément de la réunion de {x} et de l’ensemble des &,). La borne 

LE 


supérieure de l’ensemble des ordinaux & < « est « ou un ordinal $ tel que « = ß + 1; dans 
ce dernier cas, on dit que ß est le prédécesseur de à. 


$ 2 EXERCICES E 111.78 


15) a) Soient « et 8 deux ordinaux. Montrer que l'inégalité « < B est équivalente à 
x + 1 < B, et qu’elle entraîne les inégalités č + x <&5+B,a+&<ß+ 5a < BE pour 
tout ordinal Z, et Ex < 58 si 5 > 0. 

bò Déduire de a) qu’il n’existe pas d’ensemble dont tout ordinal soit un élément (utiliser 
l'exerc. 14 d)). 

c Soient 4,8,u trois ordinaux. Montrer que chacune des relations u + æ < u + B, 
x + u < 8 + y entraine a < p; il en est de même de chacune des relations ug < uß, 
xa < Busi > 0. 

d) Montrer que la relation u + x = p + 8 entraîne « = B; il en est de même de ua = uß 
siu > 0. 

e, Pour que deux ordiraux æ, B soient tels que x < 8. il faut et il sufit qu’il existe un ordinal & 
tel que B = x + €. Cet ordinal est alors unique, et tel que £ < 8; on le note (—«) + 8. 

‘5 Soient x, B, © trois ordinaux tels que ý% < x8. Montrer qu’il existe deux ordinaux &, tels 
que% = an + Éet que l’on ait 5 < x, < 8 (cf II, p. 22, cor. 3). En outre, les ordinaux & 
ct r sont déterminés de façon unique par ces conditions. 


16, On dit qu’un ordinal g > 0 est indecomposable s’il n’existe aucun couple d’ordinaux 
Z n tesque% < p,n<pe@ti tre e. 
a, Pour que 2 soit indecomposable, il faut et il suffit que, pour tout ordinal č tel que č < p, 
on ait Ê + p = p. 
h` Montrer que, sig > | est un ordinal indécomposable et si & est un ordinal >0, «p est 
indécomposable, et réciproquement (utiliser Pexerc. 15 f )) 

Si p est indecomposable et 0 < x < g, montrer que Pon a p = 4%, où Z est un ordinal 
indécomposable (utiliser Pexerc. 15 f)). 
dì Soit x > O0 un ordinal; montrer qu'il existe une plus grand ordinal indecomposable 
parmi les ordinaux indécomposables qui sont <x (considérer les décompositions x = p + £, 
où p est indécomposable). 
e Si Eest un ensemble quelconque d’ordinaux indécomposables, déduire de d) que la borne 
supérieure de E (JII, p. 77, exerc. 14 d)) est un ordinal indécomposable. 


© 17) Étant donné un ordinal go, on dit qu’un terme f(£) est un symbole fonctionnel ordinal 
har rapport à €) défini pour &> %o si la relation « & est un ordinal et č > «o» entraîne la 
relation «4f(£) est un ordinal»; f(Ë) cst dit normal si la relation x, < Z<n entraîne 
FE) < f(n) et si, pour toute famille (2,4, d’ordinaux > xo, on a sup (ER = f(sup 5 .) (cf 
III, p. 77, exerc. 14 d)). 
a: Montrer que pour tout ordinal x > 0, x + Zet x% sont des symboles fonctionnels normaux 
définis pour & > 0 (utiliser l’exerc. 15 f)). 
b: Soit w(&) un symbole fonctionnel ordinal défini pour Z > go, tel que w(£) > et que 
40 S č < nentraine w(£) < w(r). Soit d’autre part g(£, 7) un terme tel que la relation « č et 
r sont des ordinaux >x.» entraîne la relation « g(Ë, n) est un ordinal tel que e(&,n) > &>. 
Définir un terme f(&, n) ayant les deux propriétés suivantes: 1° pour tout ordinal £ > «o, 
FD = w(£); 2° pour tout ordinal % > % et tout ordinal „> 1, fan) = 
sup g(f(2,9, & (utiliser le critère C60 (111, p. 18)). Montrer que si fi (2, ) est un autre 
sen 


0<% 

terme ayant ces propriétés, on a f(ž, n) = (Zn) pour &> et > l. Prouver que pour 

tout ordinal č > xo, f(£, n) est un symbole fonctionnel normal par rapport à n (défini pour 
> 1). Montrer que l’on a f(é, x) > E pour x > l et č > o et f(Ë, n) > pour 

sup(%o, 1) et n > 1. En outre, pour tout couple (x, B) d ordinaux tels que x > 0, &« > ao 


x 
et B > w(a), il existe un ordinal & et un seul tel que f(x, £) < B < fla, č + 1), et on a 
5 <6. 
c Sion prend xo = 0, w(ë) = l, g( 


,%) = E+ l, ona f(ž, n) = £ + n. Sion prend 


+ ss 


ll 


o 


$ & 

zo = l, w(E) = & ($ n) = nona Fe 

d: Montrer que, si les relations u S E sd, u < 1 sy 

les relations «o < Ë < = 1 << 1 entraînent f(E, n) < f 
< Žž < E etxo <n < on entraînent g(£,n) < g(£,n')etg(é,r) < 

x < E < E’etn > 0 entraînent f(E, n + 1) < J(E,n + 1). 


, 


us EN À 


ven 


nent g(&,n) < geld, n°), 
^n). Si les relations 
, %), alors les relations 
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e) On suppose que w(E) = & et que les relations u s&E< Ẹ et xo S n < w entraînent 
gl&n) < glé n) et glé n) < gE, n) On suppose en outre que, pour tout & > ao, g(Ë, n) 
soit un symbole fonctionnel normal par rapport à n (défini pour 7 > x) et que, pour 
E > do 22%, Č > %o, on ait la relation d’associativite g(g(é, n), €) = g(6, gm 9). 
Montrer alors que pour Z > ao n > 1, č > 1, on a gl Enh JED = {En + 9 
(« distributivité » de g par rapport à f) et f(S(E, x), €) = f(& nd) («associativité » def). 
“ 18) Dans le procédé de définition décrit dans l’exerc. 17 b), on prend x, = 1 + 1 (noté 2 
par abus de langage), w(E) = £,g(Ë,n) = En. On pose alors f(&,n) = č". On pose en outre 
a? = Í pour tout ordinal «, 0° = 0 et 15 = 1 pour tout ordinal £ > 1. 

a) Montrer que pour g > let B < 8’, on a &f < «af et que, pour tout ordinal x > 1, xë est 
un symbole fonctionnel normal par rapport à &. En outre, pour 0 <a < x’, on a af su. 
b) Montrer que l’on a a.a = aftnet (ain = a. 

c) Montrer que si « > 2 et 8 > 1, af > aß. 

d) Pour tout couple d’ordinaux B > 1, « > 2, il existe trois ordinaux #, y, ò tels que 
B = ay + Bavec0 < y < «et S < ar, et ces ordinaux sont déterminés de façon unique par 
ces propriétés. 

* 19) Soient x, ß deux ordinaux, et soient E, F deux ensembles bien ordonnés tels que 
Ord(E) = a, Ord(F) = 8. On considère, dans l’ensemble EF des applications de F dans E, 
le sous-ensemble G des applications g telles que g(y) soit égal au plus petit élément de E sauf 
pour un nombre fini de valeurs de y dans F. Si F* est l’ensemble ordonné obtenu en munissant 
F de l’ordre opposé, montrer que G est une composante connexe pour la relation «x et y sont 
comparables » (II, p. 52, exerc. 10) dans le produit EF* muni de l’ordre défini dans l’exerc. 
12 (III, p. 76), et que G est bien ordonné; en outre, prouver que l’on a Ord(G) = a? (utiliser 
la propriété d’unicité de l’exerc. 17 b) de III, p. 78)).% 


€ 20) On dit qu’un ensemble X est transitif si la relation x e X implique x € X. 
a) Si Y est un ensemble transitif, il en est de même de Y U {Y}. Si (Y,).e, est une famille 


d’ensembles transitifs, les ensembles U Y, et N Y, sont transitifs. 


b) On dit qu’un ensemble X est un pseudo-ordinal si tout ensemble transitif Y tel que Y € X 
et Y Z X est un élément de X. On dit qu’un ensemble S est décent sì la relation x € S entraîne 
x € x. Montrer que tout pseudo-ordinal est transitif et décent (considérer la réunion des sous- 
ensembles de X transitifs et décents, et utiliser a)). Si X est un pseudo-ordinal, il en est de 
même de X U {X}. 

c) Si X et Y sont deux pseudo-ordinaux distincts, montrer que l’un d’eux est element de 
l’autre (remarquer que XNYEXNYetqueXNY est transitif). 

d) Soit X un ensemble transitif, et supposons que tout x € X soit un pseudo-ordinal; alors X 
est un pseudo-ordinal (remarquer que si Y # X est transitif et xe X — Y, la relation y € Y 
entraîne y € x, en utilisant c)). 

e) Montrer que ø est un pseudo-ordinal et que tout élément d’un pseudo-ordinal X est un 
pseudo-ordinal. (Considérer la réunion des sous-ensembles transitifs de X dont les éléments 
sont des pseudo-ordinaux et utiliser b) et d)). 

f) Pour toute famille (X;),e1 de pseudo-ordinaux, l'intersection Q X, est le plus petit 


élément de cette famille (pour la relation d'inclusion). (Utiliser d.)) En déduire que si E est 
un pseudo-ordinal, la relation x € y entre éléments de E est une relation de bon ordre. 

g) Montrer que pour tout ordinal g, il existe un pseudo-ordinal E, et un seul tel que 
Ord(E,) = « (utiliser f ) et le critère C60). En particulier, les pseudo-ordinaux ayant pour 
types d’ordre 0, 1,2 = 1 + 1 et 3 = 2 + 1 sont respectivement 


2, {8} 18,10 ITEM 


83 
Soient E et F deux ensembles, f une injection de E dans F, g une application de F dans 


T1) 
E. Montrer qu’il existe deux parties A, B de E telles que B = E — A, deux parties A’, B’ de 
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tay 
+ 


F telles que B’ = F — A’, de sorte que l’on ait A’ = f(A) et B = g(B’). (Soit R = E = g(F), 
er posons À = go f; prendre pour A l'intersection des parties M de E telle que 
1> RUAM).) 


- Si E et F sont des ensembles distincts, montrer que EF # FF. En déduire que, si E et F 
sont les cardinaux 2 et 4 = 2 + 2, Pun au moins des ensembles EF, FE n’est pas un cardinal. 


3 Soient (Auer (Dijier deux familles de cardinaux, telles que b, > 2 pour tout ıel. 


Jre 
Montrer que si a, < b, pour tout te Í, ona 
t ’ 


Montrer que sia, < b, pour tout rel, on a 


Sa < Ph. 


tel teI 


Remarquer qwun produit IIs, ne peut être réunion d'une famille (Aher telle que 
1 et A l tjteI 


tard A < Gard(E,) pour tout te L en observant que l'on a Cardipr,(A,)) < Card(E,)). 


Soient E un ensemble, / une application de R(E) = {9} dans E telle que, pour toute 
varie X 4 œ de E, on ait J(X) € X («fonction de choix »). 
Soit p un cardinal. et soit A l'ensemble des x € E tels que Card( Fix < b. Montrer que 
.a = Card(A), ona 2 < 1 + af (remarquer que si Y € A ct Y . S,ona/f(Y}e A). 
-1 


Soit B Pensemble des ve E tels que pour toute partie X # 3 de E appartenant à f(x), 
: ait Card(X) < b. Montrer que Card(B) < b. 


Soit {Aie une famille de types d’ordre (II, p.76, exerc. 13). I étant un ensemble ordonné. 
Montrer que Card (2 à) = > Card (~) ct {si I est bien ordonné) Card ( P à) = 
S teI teI 

c ard (A). 


Montrer que pour tout ensemble E, il existe X € E tel que X ¢ E (utiliser III, p. 20, 
) 


- $4 


x Soient E un ensembie, (E) l’ensemble des parties finies de E. Montrer que (E) cst la 
vius petite des parties & de P(E) satisfaisant aux conditions suivantes: 1° ze; 20 les 
rauons X e (4 et xe E entrainent X U fx} e (5. 

Déduire de a) que la réunion de deux parties finies A, B de E est finie (considérer len- 
-rible des parties X de E telles que X U A soit fini; cf. Ill. p. 31, cor. 1). 

Déduire de a} et b) que pour tout ensemble fini E, $(E) est un ensemble fini (considérer 
‘ensemble des parties X de E telles que (X) soit fini; cf. III, p. 36, cor. 4). 


- Montrer que, pour qrun ensemble E soit fini, il faut et il suffit que toute partie non vide 
OP E: possède un élément maximal pour la relation d’inclusion (pour voir que la con- 
tion est suffisante, appliquer cette condition à l’ensemble (E) des parties finies de E). 


Montrer que. si un ensemble bien ordonné E est tel que l’ensemble ordonné obtenu en 
zzunissant E de l’ordre opposé soit aussi bien ordonné, E est fini (considérer le plus grand 
vement x de E tel que le segment S, soit fini). 


: Soient E un ensemble fini à n > 2 éléments, C une partie de E x E telle que, pour tout 
couple (x, y) d'éléments distincts de E, un seul des deux éléments (x, y), (y, x) appartienne à 

C. Montrer qu'il existe une application f de l'intervalle {1, n) sur E telle que l’on ait 
~i fi + 1)) eC pour 1 < i< n (raisonner par récurrence sur n). 


un 
+ 


E 111.81 ENSEMBLES ORDONNES, CARDINAUX, NOMBRES ENTIERS 


4 5) Soit E un ensemble ordonné pour lequel il existe un entier k tel que k soit le plus grand 
nombre d'éléments des parties libres X de E (III, p. 70, exerc. 5). Montrer qu’il existe une 
partition de E en k ensembles totalement ordonnés par l’ordre induit «théorème de Dilworth »). 
On procédera en deux étapes: 

a) Si E est fini et a n éléments, procéder par récurrence sur n: soit a un élément minimal de 
E et soit E’ = E — {a}. S'il existe une partition de E’ en k ensembles G, (1 < i < #) totale- 
ment ordonnés par l’ordre induit, considérer pour chaque indice ¿į l’ensemble U, des x e C, 
qui majorent a; montrer qu’il ya au moins un indice À tel que dans E’ — U, une partie libre 
ait au plusk — 1 éléments. Pour cela, on raisonnera par l’absurde, en considérant dans chaque 
E’ — U; unce partie libre S, de k éléments, puis en prenant la réunion S des S; et, pour chaque 
indice j < k, le plus petit élément s; de S O G;; on montrera que les k + 1 éléments a, 
S1,5-.., Sk formeraient une partie libre de E. 

b) Si E est quelconque, procéder par récurrence sur A, de la façon suivante. On dit qu’une 
partie C de E est fortement liée dans E si, pour toute partie finie F de E, il existe une partition 
de F en au plus A ensembles totalement ordonnés telle que C A F soit contenue dans l’un 
d’eux. Montrer qu’il existe une partie fortement liée maximale Co, et que dans E — Co toute 
partie libre a au plus $ — 1 éléments. (Raisonner par l’absurde en supposant qu'il y ait dans 
E = Co une partie libre {a;,...,a.} de A éléments; considérer chacun des ensembles 
Co U {a} (1 & i < k), et exprimer qu'il n’est pas fortement lié, ce qui introduit pour chaque 
indice à une partie finie F, de E. Considérer enfin la réunion F des F, ct utiliser le fait que Co 
est fortement liée pour obtenir une contradiction.) 


“ 6) a) Soient A un ensemble, (X;)ı<icms (Yılmzızscm+n deux familles finies de parties de 
À. Soit A le plus petit entier tel que pour tout entier y < m — À, et toute partie {i,..., 44} 
der + h éléments de (1, m), il existe une partie { 71,.....J,} de r éléments de :m + l,m + n: 
telle que la réunion des X, (| < æ < r + À) rencontre chacun des Y,, (1 < p < r) (ce qui 
entraine m < n + h). Montrer qu'il existe une partie finie B de A ayant au plus n + A 
éléments, telle que tout X, (1 < i < m) et tout Y; (m + 1 <j < m + n) rencontre B. 
(Considérer sur l'intervalle {1, m + n) la relation d’ordre dont le graphe est la réunion de la 
diagonale et des couples (i, j) telsquel <i<mm+l<j<m+naX; NY,;# g,et 
appliquer à cet ensemble ordonné Pexerc. 5.) 

b) Soient E et F deux ensembles finis, x > A(x) une application de E dans (F). Pour qu’il 
existe une injection f de E dans F telle que, pour tout x € E, on ait f(x) € A(x), il faut et il 
suffit que pour toute partie H de E, on ait Card( U A(x)) > Card(H) (méthode analogue 
à celle de a), avec h = 0). FEH 

c) Les hypothèses étant celles de 5), soit G une partie de F; pour qu’il y ait une injection f 
de E dans F telle que pour tout x € E, on ait f(x) € A(x) et en outre telle que f(E) > G, il 
faut et il suffit que la condition de b) soit vérifiée, et en outre que pour toute partie L de G, 
le cardinal de l’ensemble des x e E tels que A(x) O L # Ø soit > Card(L). (Soit (a)ı<i<p 
la suite des éléments distincts de G rangés dans un certain ordre, (b;)p+1<sjxpėm 
la suite des éléments distincts de F rangés dans un certain ordre, (Ck)pim+i<k<spimin 
la suite des éléments distincts de E rangés dans un certain ordre. Considérer sur 
Pensemble {1, p + m + n) la relation d’ordre dont le graphe est formé de la diagonale et 
des couples (i, j) tels que: ou bien 1 <i <p, p + 1 Sj < p + m et a = b;, ou bien 
l<i<p, p+m+l<j<p+rmtn et qe Ac), ou bien p+1<i<p+m, 
p+m+isjsp+m+netbeA(c,); appliquer ensuite l’exerc. 5.) 


7) Dans un ensemble réticulé E, on dit qu'un élément a est irréductible si la relation 
sup(x, y) = a entraîne x = a ouy = 4. 

a) Montrer que, dans un ensemble réticulé fini E, tout élément a peut s'écrire sup(e1, ..., €k) 
où les e, (1 < i < k) sont irréductibles. 

b) Soient E un ensemble réticulé fini, J l’ensemble de ses éléments irréductibles. Pour tout 
x € E, soit S(x) l’ensemble des y € } qui sont <x. Montrer que l’application x ++ S(x) est un 
isomorphisme de E sur une partie de (J), ordonné par inclusion, et que Pon a 
S(inf(x, y)) = S(x) A S(y). 


y. 
Ya 
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© 8) a) Soit E un ensemble réticulé distributif (III, p. 72, exerc. 16). Si a est irréductible 
dans E (exerc. 7), montrer que la relation a < sup(x, y) entraîne a < x ou a < y. 

b) Soient E un ensemble réticulé distributif fini, J l’ensemble de ses éléments irréductibles, 
ordonné par l’ordre induit. Montrer que l’isomorphisme x > S(x) de E sur une partie de 
Ÿ(J) défini dans l’exerc. 7 b) est tel que S(sup{x, y) = S(x) U S(y). En déduire que, si J* 
est l’ensemble obtenu en munissant J de l’ordre opposé, E est isomorphe à l’ensemble ordonné 
/ (J*, D) des applications croissantes de J* dans I = {0, 1} (III, p. 70, exerc. 6). 

ce Les hypothèses étant celles de b), soit P l’ensemble des éléments de J autres que le plus 
petit élément de E. Pour tout x € E, soient y1,...,y, les éléments minimaux distincts de 
l'intervalle }x, ->( dans E; pour chaque indice i, soit q; un élément de P tel que q; ¢ S(x) et 
ae Sly). Montrer que les éléments g,,..., 4 sont deux à deux incomparables. 

dı Inversement, soient g1,..., gx des éléments deux à deux incomparables de P. Soient 


u 


Il 


SUP (415: ++, GK)» y= Up „9 Q <i<k). 


Montrer que l’on a v; < u pour 1 < į < k. Soient alors 
x = inf{ey,...,2k) ed y= inf (2,). 
1<i<k,ji#i 
Montrer que x < y; pour tout indice i, et en déduire qu’il existe au moins & éléments 
minimaux distincts dans l'intervalle }v, - :{. 


9) On dit qu'une partie À d’un ensemble réticulé E est coréticulée si, pour tout couple 
d'éléments (x, y) de À, supg(x, y) et infi{x, y) appartiennent à A. 


n 
a: Soient (Cijicien une famille finie d'ensembles totalement ordonnés, E = Ri C leur 


produit, A un sous-ensemble coréticulé de E. Montrer qu’il ne peut exister dans A plus de n 
éléments irréductibles (III, p. 81, cxerc. 7) et dcux à deux incomparables. (Raisonner par 
l’absurde, en supposant qu'il y ait, dans A,r > n éléments irréductibles et deux à 
deux incomparables a; (1 < i < r). Considerer les éléments u = sup(a;,..., a) et n = 


sup (a,) de À, et, en projetant sur les ensembles facteurs, montrer que l’on aurait 
l<j<r,if#i 


u = à, pour un indice i, et que cela entrainerait que deux des a, sont comparables.) 

bì) Réciproquement, soient F un ensemble réticulé distributif fini, P l’ensemble des éléments 
irréductibles de F distincts du plus petit élément de F, et supposons que le plus grandnombre 
d'éléments d’une partie libre (III, p. 70, exerc. 5) de P soit égal à n. Montrer que F est 
isomorphe à un sous-ensemble coréticulé d’un produit de n ensembles totalement ordonnes. 
(Appliquer l’exerc. 5 de III, p. 81, de sorte que P est réunion de n ensembles totalement 
ordonnés P, sans élément commun; soit C; l’ensemble totalement ordonné obtenu en 
adjoignant à P; un plus petit élément, pour 1 < ¿ < n. Associer ensuite à tout x € F la famille 
X)ısien, OÙ À est la borne supérieure, dans C; de l’ensemble des éléments de P; qui sont < x.) 


© 10) a) Pour qu’un ensemble ordonné E soit isomorphe à un sous-ensemble d’un produit 

de n ensembles totalement ordonnes, il faut et il suffit que le graphe de l’ordre de E soit 

intersection de n graphes d’ordres totaux sur E. {Pour voir que la condition est nécessaire, 
n 


montrer que si F = Il F; est un produit de n ensembles totalement ordonnés, le graphe de 


l’ordre produit sur F est intersection de n graphes d’ordres lexicographiques sur F.) 

bì Pour qu’un ensemble ordonné E soit isomorphe à un sous-ensemble d’un produit de deux 
ensembles totalement ordonnés, il faut et il suffit que l'ordre T de E soit tel qu’il existe un 
deuxième ordre I” sur E ayant la propriété que deux éléments distincts de E sont comparables 
pour un des ordres I, I” et un seul. 

c) Soit A un ensemble fini de n éléments. Dans Ÿ(A), on considère l’ensemble E formé des 
éléments {x} et A — {x}, où x parcourt A; montrer que z est le plus petit des entiers m tels que 
E, ordonné par inclusion, soit isomorphe à un sous-ensemble d’un produit de m ensembles 
totalement ordonnés (utiliser a)). 


€11) Soient A un ensemble, R une partie de l’ensemble (A) des parties finies de A; on dit 
que À est mobile si elle vérifie la condition suivante: 
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(MO) Si X, Y sont deux éléments distincts de J et si ze X A Y, il existe une partie 
Z = X U Y appartenant à À ct telle que z ¢ Z. 

On dit alors qu’une partie P de A est pure si elle ne contient aucun ensemble appartenant 
am. 
a) Montrer que toute partie pure de À est coutenue dans une partie pure maximale de A. 
b) Soit M une partie pure maximale de A; montrer que pour tout x e M il existe une unique 
partie finie Ey(x) de M telle que Eul) U {x} e R. En outre, si y € Euy(x}, l’ensemble 
(M U fxi) — {y} est une partie pure maximale de A. 
c) Soient M, N deux parties pures maximales de A, telles que N A (M soit fini; montrer que 
Card(M) = Card(N). (Raisonner par récurrence sur le cardinal de NN{M en utilisant 
b).) 
d) Soient M, N deux parties pures maximales de A, et posons N = NOM. 
M’ = MAGN; montrer que Pona M€ (J Eux). *En déduire que Card(M) = Card(N 

xeN’ 

(on est ramené, en vertu de €), au cas où N’ ct M’ sont infinis; montrer alors que 


Card{M’) & Gard(N’)).x 


4 
[al 


1) Démontrer la formule 


nl nk DA ') = J 
kern ( -9-1/\ 4 (, 
pour ps net q < p (généraliser le raisonnement de III, p. 44, corollaire). 


2) Pour n > 1, démontrer la relation 


(o) u (i) = () Prset oefe) = 0. 


(Définir une correspondance biunivoque entre Pensemble des parties de (1, #7} avant un 
nombre pair d'éléments, et l’ensemble des parties de (1, n) ayant un nombre impair d’élé- 
ments; distinguer deux cas suivant que n est pair ou impair.) 

3) Démontrer les relations 


OO OEI 069 OE0 
9-0 


(Considerer, parmi les parties a p éléments de (l, rn). celles qui contiennent une partie 
donnée à k éléments (0 < $ < p) et utiliser l’exerc. 2 pour la seconde formule.) 


4) Demontrer la prop. 15 de III, p. 41. en définissant une bijection de l’ensemble des 
h 


applications u de (1, A} dans (0, n} telles que X u(x) < n sur l’ensemble des applications 
x=1 


strictement croissantes de (1, À} dans (l.n + h). 


5) *a) Soit E un ensemble réticulé distributif, et soit f une application de E dans uu 
monoide commutatif M (noté additivement), telle que l’on ait 

JO) + (4) = fsup(x yj) + fünf, y)) 
quels que soient x, y dans E. Montrer que pour toute partie finie I de E, on a 


feup(D)+ Z ( > Jünf(H))) = D ( > Fünf (H))) 


2nsCardiD Hcl.Card(H)=2n 2n+1<Card(l) HcI,Card(H)=2n+1 


(raisonner par récurrence sur Card (I). 
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b) En particulier, soient A un ensemble, (B;);., une famille finie de parties finies de A, Bla 
réunion des B;. Pour toute partie H de I, on pose By = A B;; montrer que Pon a 


Card(B) + 5 S  Card(Bx)) = > Card(B)). 


2n<Card(1) CardH)=2n 2n+1<Card(l) Card(H)=2n+1 


6) Démontrer la formule 


QE QC Te rt) 


h 


(Si F est l’ensemble des applications u de (1, A} dans (0, x) telles que > u(x) < n, con- 
x=1 
sidérer, pour toute partie H de (1, 4}, l’ensemble des ve F telles que u(x) > 1 pour tout 


xe H, et utiliser l’exerc. 5.) 


7) a) Soit $,,, le nombre des applications de (1, »} sur (1, p). 
Démontrer la formule 


= = (P0 = Dt jenen, 2) 


(Remarquer que 
p#p=s5 + ({)S + (5) atea p ) 
n, p 1 n,p—1l 2 n,p-2 p- 1 

ct utiliser l’exerc. 3 de III, p. 83.) 

b) Demontrer la formule 

Sn, p = DSn-1,p T Sn-1,»-1) 
(methode de III, p. 43, prop. 13). 
c) Demontrer les formules 


Susan = 5 +1)! 
n(3n + 1 
Su +2, à = — 


‘considérer les éléments r de (1, 7} dont l’image réciproque a plus d’un element). 
di Si P,,, est le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments, comprenant p parties, 
montrer que 


(n + 2)! 


Sup = P!Pup 


8) Soit p, le nombre des permutations u d’un ensemble E à n éléments, telles que u(x) £ x 
pour tout x€ E; montrer que l’on a 


fn =n! -— (i)e —-— D!+ (e — 2)! =- + (1) 
*et par suite que pn ~ i n! lorsque n tend vers + ©, (même méthode que dans l’exerc. 7 a)). 


9 a) Soit E un ensemble à gn éléments; montrer que le nombre des partitions de E en n 
parties de q éléments chacune est égal à (gn)!/(n!(q!)"). 

b‘ On suppose que E = (1, qn). Montrer que le nombre de partitions de E en n parties de q 
éléments, dont aucune ne soit un intervalle, est égal à 


(qn)! (qa— q+ 1)! (qn — 2q + 2)! 
n!(q t)” In — Dali 2 ln — 2) (gr? u 


‘même methode que dans les exerc. 7 et 8). 





+ (-D* 


10) Soit g,,K le nombre des applications strictement croissantes u de (1, k} dans {1, n) telles 
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que, pour tout x pair (resp. impair), u(x) soit pair (resp. impair). Montrer que l’on a 
Ans = n-1,k-1 + Gn-2,k En déduire la formule 


E + ‘| 
An, = 2 


k 





n+Kk . A, ; 5 
ü | 5 | est la partie entière du quotient den + k par 2. 
411) Soient E un ensemble à n éléments, S un ensemble de signes, somme de E et d’un 
ensemble réduit à un seul élément f; on suppose que fest de poids 2 et tout élément de E de 
poids 0 (I, p. 49, exerc. 3). 
a) Soit M l’ensemble des mots significatifs de L,(S) contenant chaque élément de E une fois 
et une seule. Montrer que le nombre x, des éléments de M vérifie la relation upp = (4n — 2)u, 
et en déduire que l’on a 

un = 2.0...(4n — 6) (n> 2) 
(« nombre de produits de n termes différents pour une loi de composition non associative »). 
b) Soit x; le i-&me des éléments de E qui figure dans un mot de M. Montrer que le nombre 

: : ; , L f2n — 2) N 
v, des mots de M pour lesquels la suite (x;) cst donnée, est égal à- ( l } et vérifie la 
ñ > 
relation 
Unea S Vily À late Hotte À Unite + Unti 


% 12) a) Soient p,q deux entiers >|, n = 2p + q, E un ensemble ayant n éléments, 


N = () = (, A } Soit (Kiicsen (resp. (Yı)ıcicm) la suite des parties de E à p (resp. 
ri 

p + q) éléments, rangées dans un certain ordre; montrer qu’il existe une bijection p de 
U, N) sur lui-même telle que Xea) € Y; pour tout i. (Méthode analogue à celle de l’exerc. 6 
de III, p. 81 : observer que pour tout r < N, le nombre des Y; contenant au moins une des 
parties X1,..., X, est >r). 

b) Soient h, k deux entiers > 1, n un entier tel que 2h + k < n, E un ensemble ayant n 
éléments, (X,)ı<icr une suite de parties distinctes de E ayant toutes À éléments. Montrer 
qu’il existe une suite (Y)1<;:,:1 de parties distinctes de E, ayant toutes h + k éléments. 
telles que tout Y; contienne au moins un des X; et que tout X; soit contenu dans au moins un 
Y, (raisonner par récurrence sur n, en utilisant a)). 


“ 13) Soient E un ensemble à 2m éléments, q un entier <m, F l’ensemble des parties S de 
P(E) ayant la propriété suivante: si X et Y sont deux éléments distincts de S, tels que 
X € Y, alors le nombre d’éléments de Y — X est au plus 29. 

a) Soit M = (A,)ıcic, un élément de F tel que p = Card(M) soit le plus grand possible. 
Montrer que l’on a m — q < Card(A;) < m + gpourl < i < p. (Raisonner par l'absurde, 
en supposant qu'il existe par exemple des A; tels que Card(A;) < m — q, et considérer ceux 
des A, pour lesquels Card(A;) a la plus petite valeur possible m — q — s (avecs > 1); soient 
par exemple A,,...,A, ces ensembles. Soit ( l’ensemble des parties de E dont chacune est 
réunion d’un A; (1 < i < r) et d’une partie à 2g + 1 éléments contenue dans E = A;: 
montrer que ( contient au moins 7 + | éléments (cf. exerc. 12) et que si B,,..., B,,;, sont 
r + 1 éléments de &, l’ensemble formé des parties 


B; (<j<r+lIl) et A (r+1<i< ph) 


appartient à F, contrairement à l’hypothese.) 
b) Déduire de a) que le nombre d'éléments p de tout ensemble Se F satisfait à l'inégalité 


24 2m 
PS >) 


K=0 
c) Établir les résultats analogues à ceux de a) et b) lorsque 2m ou 2g est remplacé par un 
nombre impair. 


un 
QI 
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“ 14) Soient E un ensemble fini à n éléments, (aj); <j <n la suite des éléments de E rangés dans 
un certain ordre, (A;)ı <i<m une suite de parties de E. 
a; Pour tout indice j, soit k; le nombre des indices i tels que a; € A,; pour tout indice à, soit 


n m 
= Card (A;). Montrer que I k; = D 
‘ei i=1 


b) On suppose que pour toute partie {x, y} à deux éléments de E, il existe un indice i et un 
seul tel que x et y soient contenus dans A,. Montrer que si a; ¢ A, on a s <A, 

c) Sous les hypothèses de b), montrer que l’on a m > n. (Soit k, le plus petit des nombres k;; 
montrer qu’on peut supposer que, pour i S kn, j S kn eti Æ j, on a aj ¢ A, et an € À; pour 
tout j > kn.) 

d) Sous les hypothèses de b), montrer que pour que l’on ait m = n, il faut et il suffit que Pon 
soit dans lun des deux cas suivants: 1° A, = {a;, d2,...,@n-1}, Ay = {@_1, an} pour 
2<i<n;2%n = k(k — 1) + 1, tout A; est un ensemble à k éléments, et tout élément de E 
appartient exactement à k ensembles A;. 


© 15) Soient E un ensemble fini, Q et © deux parties non vides de WE) sans élément 
commun; on suppose que à, À, k, L sont quatre entiers > 1 ayant les propriétés suivantes: 
1° pour tout AE L et tout BEC, Card(A N B) > À; 2° pour tout A €Q, Card(A) sh; 
3° pour tout B e ©, Card(B) < k; 4 pour tout x e E, le nombre d’éléments de £ U € aux- 
quels x appartient est égal à l. Montrer alors que l’on a Card(E) < Hk/x. (Soit (a)i <i<n la 
suite des éléments distincts de E rangés dans un certain ordre, et pour tout à, soit 7; le nombre 
d’ ‚elements de X auxquels appartient a. Montrer que si Card(£) = s, Card (€) = ż, on a 


> n<sh, 2i l= r) < tket > n(l — r) > At). Pour que Card(E) = hk/r, il faut et il 


suffit que boue tout Ae£et iut Be, on ait Card(A) = A, Card(B) = k, Card(A NB) = 
et qu’il existe un r < l tel que pour tout x € E, le nombre d’éléments de X auxquels appartient 
x soit égal à r. 


16) Soient E un ensemble fini à n éléments, D une partie non vide de R(E), à, k, ! trois 
entiers >l ayant les propriétés suivantes: 1° si A, B sont deux éléments distincts de D, 
Card(A N B) = à; 2° pour tout A € D, Card(A) < k; 3° pour tout x € E, le nombre d’élé- 
ments de D auxquels x appartient est égal al. Montrer que l’on a n(x — 1) < K(k — 1), et 
que si les deux membres de cette inégalité sont égaux, on a à = k et Card(®) = n. (Étant 
donné a € E, soit Q l’ensemble des A — {a} pour les A € D telles que a € A, et soit € Pen- 
semble des A € D telles que a ¢ A. Appliquer à X et Œ l’exerc. 15.) 


© 17) Soient i, h, k trois entiers tels que i > 1,h 2 i, k > i. Montrer qu’il existe un entier 
milh, k) ayant les propriétés suivantes: pour tout ensemble fini E ayant au moins m,(h, k) 
éléments, et toute partition (X, W) de l’ensemble %,(E) des parties à à éléments de E, il est 
impossible que toute partie à h éléments de E contienne une partie X € X et que toute partie 
à k éléments de E contienne une partie Y e Y; en d’autres termes, si toute partie à h éléments 
de E contient un X € X, il existe une partie A à k éléments de E telle que toute partie à i 
éléments de A appartienne à Æ. (Raisonner par récurrence: on montrera qu'on 
peut prendre mi(h, k) =h + k — 1, mifi, k) = k et m(h, ìi) = h, et enfin mi(h,k) = 
m-i(mu(h — 1, k), m(h, k — 1)) + 1. E étant un ensemble ayant m,(h, k) éléments, a un 
élément de E et E’ = E — {a}, montrer que si la proposition était inexacte, toute partie 
a m(h — 1,4) éléments de E’ contiendrait une partie X’ à i — 1 éléments telle que 
N U {a} e X, et que toute partie à mlh, k — 1) éléments de E’ contiendrait une partie 
Y’ à — 1 éléments telle que Y’ U {a} e Y.) 


18) a) Soit E un ensemble ordonné fini à p éléments. Si m, n sont deux entiers tels que 
mn < p, montrer qu’il existe, ou bien une partie totalement ordonnée de E ayant m éléments, 
ou bien une partie libre (III, p. 70, exerc. 5) de E ayant n éléments (utiliser l’exerc. 5 de 
III, p. 81). 

bi Soient h, k deux entiers > 1, et soit r(A, k) = (k — 1)(k — 1) + 1; soit I un ensemble fini 
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totalement ordonné ayant au moins r(h, k) éléments. Montrer que pour toute suite finie 
(Kı)ier d'éléments d’un ensemble totalement ordonné E, il existe, soit une partie H à À 
éléments de I telle que la suite (x); ey soit croissante, soit une partie K à k éléments de I telle 
que la suite (x;):.r soit décroissante. (Utiliser a) appliqué à I x E). 


$6 


1) Pour qu’un ensemble E soit infini, il faut et il suffit que, pour toute application f de E 
dans E, il existe une partie non vide S de E telle que S # E et f(S) € S. 


2) Montrer que si a, b, €, D sont quatre cardinaux tels que a < € et b < d on a à + b < 
c + bet ab < cb (cf. III, p. 90, exerc. 21 c)). 


3) Si E est un ensemble infini, l’ensemble des parties de E équipotentes à E est équipotent à 
P(E) (utiliser la prop. 3 de HI, p. 50). 


4) Si E est un ensemble infini, l'ensemble des partitions de E est équipotent à R(E) (associer 
à toute partition de E une partie de E x E). 


5) Si E est un ensemble infini, l’ensemble des permutations de E est équipotent à R(E) (en 
utilisant la prop. 3 de III, p. 50, montrer que pour toute partie A de E dont le complé- 
mentaire n’est pas réduit a un élément, il existe unc permutation f de E telle que A soit 
l’ensemble des éléments de E invariants par f ). 


6) Soient E, F deux ensembles infinis tels que Card(E) < Card(F). Montrer que l’en- 
semble des applications de E sur F, l’ensemble des applications de E dans F et l’ensemble des 
applications de parties de E dans F, sont tous équipotents à (F). 


7) Soient E, F deux ensembles infinis tels que Card(E) < Card(F). Montrer que l’ensemble 
des parties de F équipotentes à E et l’ensemble des injections de E dans F sont tous deux 
équipotents à l’ensemble FF des applications de E dans F (pour chaque application f de E 
dans F, considérer l’injection x > (x, f(x)) de E dans E x F). 


8) Montrer que, sur un ensemble infini E, l’ensemble des structures d'ensemble bien 
ordonné (et a fortiori l’ensemble des ordres) est équipotent à P(E) (utiliser l’exerc. 5). 


9) Montrer que si, dans un ensemble bien ordonné non vide E, tout élément x distinct du 
plus petit élément de E, admet un prédécesseur (plus grand élément de J<-, 1{), E est iso- 
morphe à N ou à un intervalle {0, n) de N (remarquer que tout segment ZE est fini en 
utilisant la prop. 6 de III, p. 51, puis utiliser le th. 3 de III, p. 21). 


“ 10) On désigne par w ou wo l’ordinal Ord(N) (IH, p. 77, exerc. 14); l’ensemble des 
entiers est donc un ensemble bien ordonné isomorphe à l’ensemble des ordinaux < w; pour 
tout entier n, on désigne encore par n (par abus de langage) l’ordinal Ord(f0, n0). 

a) Montrer que, pour tout cardinal q, la relation 


« É est un ordinal et Card(£) < a» 


est collectivisante (utiliser le th. de Zermelo). On désigne par W(a) l’ensemble des ordinaux 
& tels que Card(Ë) < a. 

b) Pour tout ordinal æ > 0, on définit, par récurrence transfinie, dans l’ensemble bien 
ordonné O’(a) des ordinaux <«, une fonction f,, par les conditions suivantes: f,(0) = 
wo = w, et pour tout tel que 0 < É < «a, /u(£) est la borne supérieure (III, p. 77, exerc. 
14 d)) de l’ensemble des ordinaux € tels que Card(£) < Card(f,(n)) pour un ordinal 
n < čau moins. Montrer que, si 0 < n < £ < «, on a Card(/(n)) < Card(f,(£)) et que 
si E < æ < ß, on a falé) = fel); on pose wa = f(x), et on dit que wa est l’ordinal initial 
d'indice a; on a wo, > æ. On pose N, = Card(w,), et on dit que N, est l’aleph d'indice «; en 
particulier X, = Card(N). 

c) Montrer que, pour tout cardinal infini a, la borne supérieure } de l’ensemble d’ordinaux 


86 EXERCICES E 111.88 


W(a) est un ordinal initial w, et que l’on a a = N, (considérer le plus petit des ordinaux p 
tels que w, > À); autrement dit, oa, est le plus petit ordinal & tel que Card(£) = Na Pour 
tout ordinal «, l’application & ++ K4, définie dans O’(«), est un isomorphisme de l’ensemble 
bien ordonné O’(«) sur l’ensemble bien ordonné des cardinaux < K,; en particulier, N,,1 
est le plus petit des cardinaux > Nọ. Montrer que, six n’a pas de prédécesseur, alors, pour 
toute application strictement croissante & > © d’un ordinal 8 dans g telle que « = sup or, 
ona > Nos = No = 
E<B 
d; Déduire de c) que œ; est un symbole fonctionnel ordinal normal (III, p. 78, exerc. 17). 


© 11) a) Montrer que l’ordinal œ est le plus petit ordinal > 0 n’ayant pas de prédécesseur, 
que w est indécomposable (III, p. 78, exerc. 16) et que, pour tout ordinal x > 0, aw est le plus 
petit ordinal indecomposable qui soit > x (remarquer que no = w pour tout entier n). En 
déduire que (x + I)» = «xw pour tout « > 0. 

b) Déduire de a) que, pour qu’un ordinal soit indécomposable, il faut et il suffit qu'il soit de 
la forme wf (utiliser l’exerc. 18 d) de III, p. 79). 


© 12) Montrer que, pour tout ordinal «, et tout ordinal y > 1, il existe deux suites finies 
d’ordinaux (A) et (p) (1 < à < K) tels que l’on ait 

a = vip + Yua + + veux 
ainsi que les relations O < u; < y pour tout i, et À > À: pour 1 <i < k — 1 (utiliser 
l’exerc. 18 d) de III, p. 79, et l’exerc. 3 de III, p. 80, $ 3). En outre, les suites (à) et (w) déter- 


minées par ces conditions sont uniques. En particulier, il existe une suite finie décroissante 
(3;)1<;em et une seule telle que 


a = fi + o2 +... + wm. 


On désignera par p(«a) le plus grand ordinal wf1 de cette décomposition. 
b) Pour tout entier n, soit f(n) < n! le plus grand nombre d'éléments dans l’ensemble des 
ordinaux de la forme 


Lou) F Za Fr Aam» 


où (i)i <i<n est une suite de n ordinaux quelconques, et où o parcourt l’ensemble des permu- 
tations de Fintervalle {1, n}. Montrer que l’on a 
(1) fin) =. sup (kart + 1) f(n — k). 
1<k<n-1 

(Considérer d’abord le cas où tous les p(x,) sont égaux et montrer qu’alors le plus grand 
nombre possible d’ordinaux distincts de la forme voulue est égal à n; on utilisera pour cela 
l’exerc. 16 a) de III, p. 78. Raisonner ensuite par récurrence sur le nombre des ordinaux a; 
pour lesquels p(x,) prend la plus petite valeur possible parmi l’ensemble des p{x;) (1 < j < n)). 

Déduire de (1) que, pour n > 20, on a f(n) = 81f(n — 5). 
c) Montrer que les n! ordinaux (w + o(l))(» + o(2))...(w + o{n)) où o parcourt len- 
semble des permutations de (1, n), sont tous distincts. 


€ 13) a) Soit w(£) un symbole fonctionnel ordinal (III, p. 78, exerc. 17) défini pour 
£ > « et tel que la relation «y < & < E’ entraîne w(£) < w(E’). Montrer que si E > ao, 
on a w(ë + n) > w(Ë) + n pour tout ordinal ñ (raisonner par l’absurde). En déduire qu’il 
existe & tel que w(E) > & pour tout č > « (prendre pour « le plus petit ordinal indécom- 
posable >uo; cf. exerc. 11 a)). 

b) Soit f(&, n) le symbole fonctionnel ordinal défini dans l’exerc. 17 b) de III, p. 78; on 
suppose que les relations «o < & < E’ et ao < n < y entraînent g(Ë, n) < g(Ë’, n), de sorte 
que les relations u < É < E’ et 1 < n < y entraînent f(&,;n) < f(E',») (III, p. 78, 
exerc. 17 d)). Montrer que, pour tout ordinal ß, il existe au plus un nombre fini d’ordinaux n 
pour lesquels léquation f(E, x) = ß a au moins une solution (remarquer que, si &, est la 
plus petite solution de f(E, nı) = B et ča la plus petite solution de f(£, ne) = B, la relation 
“1 < nz entraîne E, > 62). 

c) On appelle ordinal critique pour f tout ordinal infini y > go tel que (6, y) = y pour tout 


E 111.89 ENSEMBLES ORDONNES, CARDINAUX, NOMBRES ENTIERS 86 


& tel que xo < & < y. Montrer qu’un ordinal critique de f n'a pas de prédécesseur. S'il existe 
un ensemble d’ordinaux A tel que f(£, y) = y pour tout ge A et si y est la borne supérieure 
de A, montrer que y est ordinal critique. 

d) Soit h(&) = f(E, €) (défini pour č > ao). On définit par récurrence & = % + 2, 
&n+ı = h(a,) pour n > 1. Montrer que la borne supérieure de la suite («,) est un ordinal 
critique pour f. 

e) Montrer que la borne supérieurc de tout ensemble d’ordinaux critiques pour f est encore 
un ordinal critique, et que tout ordinal critique est indécomposable (remarquer que 


S&an+D>u)tn>&tn 
pour & > go). 
“| 14) a) Montrer que, six > 2 et si 8 n’a pas de prédécesseur, a? est un ordinal indécom- 
posable (cf. III, p. 78, exerc. 16 a)); si æ est fini et p = oy, on a a? = of; si « est infini et si 
m est le plus grand ordinal indécomposable qui soit < x, montrer que x? = rn? (utiliser 
lPexerc. 11 de III, p. 88). 
b) Pour qu’un ordinal 8 soit critique pour le symbole fonctionnel f(6, x) = En, il faut et il 
suffit que, pour tout « tel que 1 < x < 5, l'équation $ = «ë admette une solution; l'unique 
solution & de cette équation est alors indécomposable (utiliser l’exerc. 13 e) ci-dessus, ainsi que 
l’exerc. 18 d) de III, p. 79). Inversement, pour tout « > 1 et tout ordinal indécomposable 7, x" 
est ordinal critique pour En (utiliser l’exerc. 13 c)). En déduire que, pour que 8 soit ordinai 
critique pour En, il faut et il suffit que 8 soit de la forme @®* (cf. III, p. 88, exerc. 11 b)). 
c) Pour qu'un ordinal e soit critique pour le symbole fonctionnel f(&, x) = E", c’est-à-dire 
tel que y? = € pour tout y tel que 2 < y < €, il suffit que l’on ait 2° = e, Montrer que le plus 
petit ordinal critique sọ pour EN est dénombrable (cf. exerc. 13 d)). 


% 15) Soit y un ordinal > |; pour tout ordinal «, on désigne par L(«) l’ensemble des ex- 
posants à, dans l’expression de « donnée dans l’exerc. 12 a) (III, p. 89). 

a) Montrer que l’on a %, < & pour tout À € L(«), et qu’on ne peut avoir À; = « pour un de 
ces ordinaux que si « = 0 ou si æ est un ordinal critique pour ER (exerc. 14 c)). 

b) On définit L,(«) par récurrence sur n, de sorte que Li(x) = L(x), et que L,(«a) soit la 
réunion des ensembles L(ß) lorsque B parcourt L, _1(«). Montrer qu'il existe un entier ng tel 
que L,+1(&) = L,(x) pour n > no, et que les éléments de L,(x) sont alors 0 ou des ordinaux 
critiques pour En. (Raisonner par l’absurde en considérant pour chaque n l’ensemble M,(z' 
des B € L,(«) tels que B & L(B), et en supposant que M,(x) ne soit vide pour aucun n; utiliser 
a) pour obtenir une contradiction.) 


16) Tout ensemble totalement ordonné E possède une partie bien ordonnée qui lui est co- 
finale (III, p. 75, exerc. 2). Le plus petit des ordinaux Ord(M) pour toutes les parties bien 
ordonnées M de E, cofinales à E, est appelé le caractère final de E. 

a) On dit qu’un ordinal & est régulier s’il est égal à son caractère final, singulier dans le cas 
contraire. Montrer que tout ordinal régulier infini est un ordinal initial w« (III, p. 87. 
exerc. 10). Inversement, tout ordinal intial w, dont l'indice « est égal à 0 ou admet ur 
prédécesseur, est un ordinal régulier. Un ordinal initial œo, dont l'indice n’admet pas de 
prédécesseur est singulier si 0 < x < w,; en particulier, &, est le plus petit ordinal initial 
singulier infini. 

b) On dit qu’un ordinal initial w, est inaccessible s’il est régulier et si son indice « n’a pas de 
prédécesseur. Montrer quesix > 0,onaalorso, = «, autrement dit « est un ordinal critique 
pour le symbole fonctionnel normal «, (exerc. 10 d) et 13 c) (III, p. 88)). Soit x le plus petit 
ordinal critique pour ce symbole fonctionnel; montrer que w, est singulier, de caractère 
final œ (cf. III, p. 88, exerc. 13 d)). Autrement dit, il n’existe aucun ordinal inaccessible w, 
tel que 0 < «x < K.! 

c) Montrer qu’il n’existe qu’un seul ordinal régulier cofinal à un ensemble totalement 
ordonné E; cet ordinal est égal au caractère final de E, et si E est non vide et n’a pas de plus 
grand élément, c’est un ordinal initial. Si oz est le caractère final de ww, on a & < «; pour 
que Wwa soit régulier, il faut et il suffit que % = a. 


X On ne sait pas démontrer, à l'heure actuelle, qu’il existe des ordinaux inaccessibles autres que w. 
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AN 


di Soient w, un ordinal régulier, I un ensemble d’indices bien ordonné, tel que Ord(T) < wa. 
Montrer que, pour tout famille (&,),eı d’ordinaux telle que €, < w, pour tout rel, on a 
> AZ Ox 

Lel 

17) On dit qu’un cardinal X, est régulier (resp. singulier) si l’ordinal initial wa est régulier 
resp. singulier), Pour que N, soit régulier, il faut et il suffit que, pour toute famille (a), e1 de 


cardinaux telle que Card(I) < X, et a < X, pour tout re I, on ait >. a, < Na; No est le 
plus petit cardinal singulier. LER 
© 18) a) Pour tout ordinal « et tout cardinal m Æ 0, on a Nẹ,ı = NI. Na+, (se borner au 
cas m < N,41 et considérer les applications du cardinal m dans l’ordinal w, +1). 
5. Déduire de a) que, pour tout ordinal y tel que Card(y) < m, on a Ng, = Ng. Ram 
raisonner par récurrence transfinie sur y). 
Déduire de b) que, pour tout ordinal « tel que Card(«) < m, on a NY = 2™, Rara, 


© 19) a) Soient & et B deux ordinaux, « n’ayant pas de précécesseur, et soit &+> og une 


application strictement croissante de l’ordinal w4 dans l’ordinal g, telle que sup op = a. 
E<@g 


Montrer que l’on a K#8 = T] Xo, (A toute application f de l’ordinal ùg dans l’ordinal wx, 
g< üg 2 

faire correspondre une application injective f de o, dans l’ensemble des wo, (& < wp) telle 

que f(X) < f(X) pour tout Ÿ < œp; évaluer le cardinal de l’ensemble des applications f 


auxquelles correspond une même application f, et remarquer que m = |] 8e, > 2020p 


et m > N, (cf. III, p. 80, exerc. 3 du $ 3).) š <p 
5 Soit & l’ordinal tel que oz soit le caractère final de w4; montrer que l’on a 
NÉE > Na 


et que, s’il existe n tel que N, = nr, on a y < & (utiliser a) et l’exerc. 3 de III, p. 80, § 3). 
Montrer que, si x < &, on a 
me 3 xt 
<a 


raisonner comme dans l’exerc. 18 a)). 


© 20) a) Pour qu’un cardinal a soit régulier (exerc. 17), il faut que, pour tout cardinal 


> # 0,onaitai = a. > m (utiliser l’exerc. 19, en considérant plusieurs cas, suivant que b 
m<a 


est fini, que No < b < a ou que b > a, ainsi que l’exerc. 3 de III, p. 80, § 3). L'hypothèse du 
continu généralisée entraîne que la condition précédente est aussi suffisante. 
© Montrer que, si un cardinal a est tel que, pour tout cardinal m tel que O0 < m < a,onait 
2” = a, a est régulier (utiliser l’exerc. 3 de III, p. 80, § 3). 

Montrer que la proposition « pour tout cardinal régulier a et tout cardinal m tel que 
"<m<a,onaa = A" » est équivalente à l'hypothèse du continu généralisée (utiliser a)). 


“ 21) On dit qu’un cardinal infini a est dominant si, pour tout couple de cardinaux m < a, 
r <a,onam" <a. 

: Pour que a soit dominant, il suffit que, pour tout cardinal m < a, on ait 2" < a. 

On définit par récurrence une suite (a,) de cardinaux de la façon suivante: ao = No, 
2--, = 2°, Montrer que la somme D de la suite (a,) est un cardinal dominant; X, et b 
sont les deux plus petits cardinaux dominants. 

: Montrer que lon a bo = N$ = 2? (remarquer que 2? < bo); en déduire que l’on 
a bo = (2°), bien que b < 2° et Ko < D. 


iyi 


€ 22) On dit qu’un cardinal N, est inaccessible si l’ordinal «, est inaccessible (III, p. 89, 
exerc. 16 b); on a alors w, = & si w, # wo. On dit qu’un cardinal a est fortement inaccessible 


s'il est inaccessible et dominant (exerc. 21). 
: L'hypothèse du continu généralisée entraîne que tout cardinal inaccessible est fortement 


:naccessible. 
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b) Pour qu’un cardinal a > 3 soit fortement inaccessible, il faut et il suffit que, pour toute 
famille (a,),.ı de cardinaux telle que Card(I) < a cta, < a pour tout ı € I, on ait IT au<a 


c) Pour qu’un cardinal infini a soit fortement inaccessible, il faut et il suffit qu’il soit dominant 
(III, p. 90, exerc. 21) et qu’il vérifie l’une des deux conditions suivantes: «) pour tout cardinal 
p tel que 0 < b < a, on a aè = a; B) pour tout cardinal b > 0, on a at = a.2°. (Utiliser 
les exerc. 20 et 21 de IH, p. 90.) 


423) Soit æ un ordinal > 0; on dit qu’une application f de l’ordinal « dans lui-même est 

divergente si, pour tout ordinal %, < «a, il existe un ordinal po < «& tel que la relation 

uo S É < « entraîne du S f(§) <a! 

a) Soit ọ une application strictement croissante d’un ordinal ß dans «, telle que 

e(sup t) = sup p(£) pour tout y < B, et que sup ọ(%) = «.? Pour qu’il existe une application 
<Y <y < 


J de « dans lui-même, divergente et telle que f(£) < £ pour tout & tel que 0 < &.< g, il faut 
et il suffit qu’il existe une application de même nature de ß dans lui-même. 

b) Déduire de a) que, pour qu’il existe une application f de w, dans lui-même, divergente et 
telle que f(&) < E pour 0 < E < wy il faut et il suffit que le caractère final de oa soit wo (si 
@,„ est un ordinal régulier > wọ, définir par récurrence une suite strictement croissante (fn) 
par les conditions nı = l, ,+1 étant le plus petit ordinal & tel que, pour £ > €, f{E) > nn) 
c) Soit oz le caractère final de w, (III, p. 89, exerc. 16); montrer que, six > Oetsi f est une 
application de w, dans lui-même telle que f(E) < & pour tout É tel que 0 < £ < Wx il existe 
À tel que l’ensemble des solutions de l’équation f(£) = %, ait un cardinal au moins égal à Ka. 


{ 24) a) Soit % un ensemble de parties d’un ensemble E, tel que, pour toute partie A € }ÿ; 
on ait Card(A) = Card(%) = a > No. Montrer qu’il existe dans E une partie P telle que 
Card(P) = a et qu'aucun ensemble de ?5 ne soit contenu dans P. (Si a = N,, définir par 
induction transfinie deux applications injectives &:> f(£), & > g(&) de w dans E telles que 
les ensembles P = f(w,) et Q = g(o,) ne se rencontrent pas et que chacun d’eux rencontre 
toute partie A € %). 

b) On suppose en outre que, pour toute partie @ de % telle que Card(&) < a, le complé- 
mentaire dans E de la réunion des ensembles À € ® ait un cardinal >a; montrer alors qu'il 
existe dans E une partie P telle que Card(P) = a et que, pour tout A € Œ, Card( PNA) <a 
(méthode analogue). 


425) a) Soit ÿ un recouvrement d’un ensemble infini E; on appelle degré de disjonction de À 
le plus petit cardinal c tel que c soit strictement supérieur aux cardinaux Card{X N Y) pour 
tout couple d’ensembles distincts Xe % et Ye %. Si Card(E) = a, Card(%) = b, montrer 
qu’on ab < a° (remarquer qu’une partie de E de cardinal c ne peut être contenue que dans 
un ensemble de {f au plus). 

b) Soient w, un ordinal initial, F un ensemble tel que 2 < p = Card(F) < N,; soit E 
l’ensemble des applications dans F des segments de w, distincts de w,; on a Card(E) < pK. 
Pour toute application f de w, dans F, soit K; la partie de E formée des restrictions de f aux 
segments de w, distincts de w,. Montrer que l’ensemble % des K; est un recouvrement de E 
tel que Card(%) = pa et dont le degré de disjonction est égal à K,. 

c) Soient E un ensemble infini de cardinal a, et soient c et p deux cardinaux >1 tels que 
p < c p" < a pour tout M < ceta = > pb". Déduire de b) qu’il existe un recouvrement 


m<c 
& de E formé d’ensembles de cardinal €, ayant un degré de disjonction égal à c, et tel que 
Card(%) = p°. En particulier, si E est infini dénombrable, il existe un recouvrement 75 de 
E formé d’ensembles infinis, tel que Card(%) = 2*o et que l'intersection de deux ensembles 
quelconques de # soit finie. 


1 Si on munit l’ensemble bien ordonné O, des ordinaux <« de la topologie 7 (Of) (TG, I, 
§ 1, exerc. 5), cette condition peut encore ELFIRE, lim f(E) =. 
>a, <a 


2 En prolongeant p à O; par la condition ọ (8) = «, les conditions précédentes signifient que ọ est 
continue lorsqu'on munit O, et Ob des topologies 7 (O6) et 71 (Ob) (TG, I, § 1, exerc. 5). 


AY) 
D 
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© 26) Soient E un ensemble infini, 75 un ensemble de parties de E tel que pour toute partie 
Ace 7%, on ait 
Card(A) = Card(,5) = Card(E) = a > Ko. 
Montrer qu’il existe une partition (B.).., de E telle que 
Card(I) = Card(B,) = a 
pour tout re I et telle que A A B, # g pour tout A € X et tout te I. (Avec les notations de 
V'exerc. 24 a) (III, p. 91), considérer d’abord une application surjective f de oy dans 7 telle 
zue pour tout À € 75, l’ensemble des Ze ox tels que f(£) = A ait un cardinal égal à a. Puis 
iċfinir par induction transfinie une bijection g de w sur E telle que g (Z) e f (2) pour tout č € wg.) 
€ 27) Soient L un ensemble infini, (E;);,e1 une famille d’ensembles. On suppose que pour 
tout entier n > 0, l’ensemble des 2 € L tels que Card(E;) > n est équipotent à L. Montrer 
que dans le produit E = LI E,, il existe une partie Į telle que Card(F) = 20ra, ayant 
E 

a propriété suivante: pour toute suite finie { /x)1cxen d'éléments distincts de F, il existe 
"EL tel que les éléments (>) € E, (1 < k < n) soient deux à deux distincts. (Montrer 
abord qu’il existe une partition (L;)jen de L telle que Card(L,) = Card(L) pour tout j 
2t Card(E,) > 27 pour tout AEL,. Se ramener de la sorte au cas où L est somme de la 
famille dénombrable des ensembles X? (j > 1), où X est un ensemble infini, et où E, = 2° 
pour À € X’, A toute application g € 25 de X dans 2, faire correspondre l'élément fe E tel 
que pour À = (X%1eres E X? on ait (>) = (g(x1),..., g(x;)); montrer que l’ensemble F 
des fe E ainsi définis répond à la question.) 


€ 28) Soient E un ensemble infini, (Æi)iciem une partition finie de l’ensemble 5,(E) des 
parties de E ayant n éléments. Montrer qu’il existe un indice i ct une partie infinie F de E 
tels que toute partie de F ayant n éléments appartienne à X,. (Raisonner par récurrence sur n: 
pour tout ae LE, montrer d’abord qu'il existe un indice j(a) et une partie infinie M(a) de 
E — {a} tels que pour toute partie A de M{a) ayant n — | éléments, {a} U A appartienne à 
X... Former alors F en définissant une suite d'éléments a; de E par récurrence sur i, a, étant 
arbitraire dans E, a, pris dans M(a,), az défini à partir de M(a,) et de a, comme a, à partir 
de E et de a,, et ainsi de suite. Montrer enfin que l’ensemble F des éléments d’une suite 
partielle (a,) extraite convenablement de (a;) répond à la question.) 


23. a) Dans un ensemble ordonné E, toute réunion finie de sous-ensemble nœthériens (pour 
l'ordre induit) de E est un ensemble ordonné nœthérien. 

2 Pour qu’un ensemble ordonné E soit nastherien, il faut et il suffit que pour tout a€ E, 
l'intervalle Ja, —-{ soit nœthérien. 

Soit E un ensemble ordonné tel que l’ensemble obtenu en munissant E de l’ordre opposé 

soit nœthérien. Soient x une lettre, T{uf un terme. Montrer qu'il existe un ensemble U et une 
application f de E sur U tels que, pour tout x € E, on ait f(x) = T{f%#, en désignant par 
7 ® l'application de J<-, af sur /(J--, A{) qui coïncide avec f dans cet intervalle; en outre U 
et f sont déterminés de façon unique par cette condition. 
À Soit E un ensemble ordonné næthérien tel que toute partie finie de E admette une borne 
supérieure dans E. Montrer que si E admet un plus petit élément, E est un ensemble réticulé 
achevé (III, p. 71, exerc. 11); si au contraire E n’admet pas de plus petit élément, l’en- 
semble E’ obtenu en adjoignant à E un plus petit élément (IH, p. 9, prop. 3) est réticulé 
achevé. 


30) Soit E un ensemble réticulé tel que l’ensemble obtenu en munissant E de l'ordre opposé 
soit nœthérien. Montrer que tout élément ae E peut s'écrire sup (e,e2,...,e,) où les e, 

1 < ¿į < n) sont irréductibles (III, p. 81, exerc. 7; montrer d’abord qu'il existe un élément 
irréductible e tel que a = sup (e, b) si a n’est pas irréductible). Généraliser à E l’exerc. 7 b) 
de III, p. 81. Généraliser de même les exerc. 8 b) et 9 b) de III, p. 82. 


© 31) Soient A un ensemble infini, E l’ensemble des parties infinies de À, ordonné par la 
relation opposée à la relation d’inclusion. Montrer que E est complètement ramifié (III, 
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p. 76, exerc. 8) mais non afiltrant (III, p. 74, exerc. 23), et qu’il existe un sous-ensemble 
cofinal F de E qui est afiltrant. (Considerer d’abord l’ensemble D(A) des parties infinies 
dénombrables de A, qui est cofinal dans E, et soit Z = Ro(D(A)) (III, p. 74, exerc. 23). 
Écrire Z sous la forme (z),e1, où L est un ensemble bien ordonné et prendre pour F un 
ensemble de parties dénombrables X}, où À parcourt une partie convenable de L, n e N, 


XA > X pour m < n, X — X%,, est infinie pour toutn > Oet an XX = g;on procédera 
par récurrence transfinie pour définir les X}, de façon que les images des X} par l'application 
canonique r: D(A) — Z (III, p. 74, exerc. 23) soient deux à deux distinctes et forment une 


partie cofinale de Z.) 


%*32) Soient (M,), (Pn) deux suites d’ensembles finis (non tous vides), deux à deux dis- 
joints, ayant pour ensemble d’indices l’ensemble Z des entiers rationnels; on pose «p, = 
Card(M,), Bn = Card(P,). On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que, pour tout 
n eZ ct tout entier l > 1, on ait 


an F Anga Feee t Mur S Baux + Bn-krı PE Batik 


et 
Ban + Prei Hete + Bası S On-x + On-erı Heee + Antis 
Soient M la réunion de la famille (M,), P celle de la famille (P,). Montrer qu'il existe 
n+tk+i = n+k+1 
une bijection g de M sur P telle que l’on ait g(M,) = U Pet p (P,) ce U M 
ten Tk-1 Izn ki 


pour tout indice n € Z. (Considérer sur chaque M, (resp. P,) un ordre total, et prendre comme 
ordre sur M (resp. P) la somme ordinale (III, p. 69, exerc. 3) de la famille (M,)nez (resp. 


(Prhnez); no étant un indice tel que M,, # 2, considérer les isomorphismes de M sur P 
notk 
en l’un des éléments de J P,, et montrer 
J=n0-Kk 
que l’un de ces isomorphismes répond à la question. On considérera pour cela le plus petit 
à des nombres 


Barr + Bu-ksı Heee + Bnsısn — (an + ansa + tee + anai) 


qui transforment le plus petit élément de Mno 


et 
Enr F An-kei H'et À Ansızn — (Bn + Bas tee + Ba+r) 


pour toutes les valeurs de neZ et de l > 1. Si neZ etl > 1 sont tels par exemple que 
Bar + Barker Hee + Bars = I + an + usa tetanen On peut prendre æ tel que 
le plus petit élément de P,- soit l’image par p du plus petit élément de M,.) 


€ 33) Soient a, b deux cardinaux tels que a > 2, b > 1, l’un au moins des deux étant 
infini. Soient E un ensemble, % une partie de P(E), telle que Card(%) > abet Card(X) < b 
pour tout X e. On se propose de montrer qu’il existe une partie © € % telle que 
Card(G) > ab et que deux quelconques des ensembles appartenant à © aient la même inter- 
section. On pourra procéder de la façon suivante: 

a) Soit ¢ le plus petit des cardinaux > af, et soit Q le plus petit ordinal de cardinal €. On 
considère une application injective v => X(v) de Q dans %, et on pose M = U X(v); on 

ve 


peut supposer que Card(M) = c, et il y a donc une bijection v-> x, de Q sur M, ordonnant 
M. 

b) Pour tout ve Q, soit py l’ordinal type d’ordre du sous-ensemble X(v) de M (on a 
Card(p,) > b) et soit u >y% l’unique application bijective croissante de p, sur X{v). Or: 
note M, l’ensemble des yY lorsque v parcourt Q. Montrer qu’il existe au moins un ordinal : 
tel que Card(M,) = c. On désigne par « le plus petit de ces ordinaux; la réunion des M, pour 
y < «a un cardinal < ab < €. 

c) Montrer qu’il existe une partie N, = Q telle que Card(N,) = c et que l’application 
v> y% de N, dans M soit injective. Montrer, par récurrence sur ß, qu’il existe une partie 
N, E No de cardinal c telle que l’élément y? = z, soit indépendant de v pour ve N, et pour 
tout x < 8. Montrer que l’intersection N des Ng pour 8 < «a pour cardinal c (considérer son 
complémentaire). Soit Q l’ensemble des z, pour À <a. 
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2° Pour tout ve N, on définit par récurrence un ordinal à, par la condition suivante: c’est 
ie plus petit ordinal dans N tel que y{v soit majorant strict, dans M, de la réunion des X (à) 
pour u < v, ue N. Montrer que pour u < v dans N, ona X{A,) N X(X) = Q. 


§7 


Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (J,),4:1 une famille de parties de I, 
avant pour ensemble d’indices L un ensemble préordonné filtrant à droite, et telle que: 
1t pour tout À € L, J, est filtrant pour la relation d’ordre induite par celle de I; 2° la relation 
>” < p entraîne J, € Ju; 3° I est réunion de la famille (J,). Soit (Ex, Jap) un système projectif 
c'ensembles ayant I pour ensemble d’indices; soit E sa limite projective, et pour tout 
€ L, soit F, la limite projective du systeme projectif obtenu par restriction à J, de Pen- 
semble d'indices. Pour À < u, soit g,, l’application canonique de F, dans F, (III, p. 52). 
Montrer que (F;, 8.) est un système projectif d’ensembles relatif à L, et définir une bijection 
canonique de F = lim F, sur E. 

PES 


Soient (E,, Jap) un système projectif d’ensembles relatif à un ensemble d'indices filtrant 
a droite, E = lim E,, et, pour tout «, soit fy: E -- Eg l’application canonique. Montrer 


que si toutes les applications fs sont injectives, fy est injective. 


> Soient (Ey, Jap), (Fos Ses) deux systèmes projectifs d’ensembles relatifs à un même en- 
semble d’indices I; pour tout « € I, soit u, une application de E, dans Fy, les u, formant un 
svstème projectif d'applications. Soit Gy € E, x F, le graphe de &,; montrer que (Ga) est 
un système projectif de parties des E, x F, et que sa limite projective s’identifie canonique- 
ment au graphe deu = lim ug 

<-— 


+ Soient I un ensemble non vide ordonné filtrant à droite, n’ayant pas de plus grand 
élément, F l’ensemble des suites x = (%1, œ2,..., &2n-1 2n) d’un nombre pair >2 d’ele- 
ments de I, ayant les propriétés suivantes: 1° ag. < 02 pour l < i < n; 2° ay-ı É Goj-1 
pour 1 <j < i < n. L'ensemble F n’est pas vide. On pose r(x) = &on-1, S(x) = œon, et on 
dit que n est la longueur de x. 
a Pour tout «EI, soit E, l’ensemble des x € F tels que r(x) = x; E, n’est pas vide. Pour 
x < ß, on définit de la façon suivante une application fyg de E dans l’ensemble des suites 
finies d'éléments de I: pour x = (a,,..., @2n-1, Kan) € Es, soit j le plus petit indice tel que 
x S &%,-1; on pose Jap(x) = (t1,..., X2;-2 X, Xoz) Montrer que fa(Es) = Ex et que 
Ex, fag) est un système projectif d’ensembles ayant I pour ensemble d'indices. 
5. Montrer que si x, € E, et xg € E, sont tels qu’il existe un indice y € I pour lequel y > «, 
> p, et un x E€ E, tel que x, = f(x.) et xg = Ja,(xy), alors, si de plus x, et x, ont même 
longueur, on a s(x) = s(xg). 

Déduire de b) que si E = im E, n’est pas vide et siy = (x,) € E, l’ensemble des s(x,) 
est dénombrable et cofinal à I. 
x Soit I l’ensemble des parties finics d’un ensemble non dénombrable A, ordonné par in- 
clusion. Montrer qu’il n’existe aucune partie denombrable de I qui soit cofinale à I, et déduire 
de c) un exemple de système projectif (E,, Jyp), où les Eg sont non vides et les fyg surjectives, 
mais pour lequel lim E, = Ø. 
e  Déduire de d) un exemple de système projectif d'applications u4: Ey — Ey tel que chacune 
des u, soit surjective, mais que lim u, ne soit pas surjective (prendre chacun des E réduit 
à un seul élément). Be 


© 5) Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (E,)„.ı une famille d’ensembles 
réticulés tels que chacun des E,, muni de la relation d’ordre opposée, soit nœthérien (III, 
p. 51). Pour tout couple (æ, B) d'indices de I tels que « < B, soit fap: Eg — Ex une applica- 
von croissante, et supposons que (E,, fs) soit un systeme projectif d’ensembles relatif à I. 
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Pour tout «& I, soit G, une partie non vide de E,, telle que les conditions suivantes soient 
vérifiées : 

1° deux éléments distincts de G, ne sont pas comparables; 

2° pour x < B, on a fas(Gs) = Ge; -ı 

3° pour a < B et pour tout x, E Gy, fap(Xa) a un plus grand élément M,s(x,) dans E;; 

4° pour « < ß, si hg est un élément de Eç tel qu'il existe y, € Gg pour lequel yg < hg, alors, 
pour tout x, € G, tel que xx < fas(hs), il existe xg € Gg tel que xg < hg et xa = Japl*g). 

Dans ces conditions, montrer que la limite projective du système projectif de parties (Ga) 
n'est pas vide. On pourra procéder de la façon suivante: 
a) Soit J une partie finie de I; on dit qu’une famille (x,),es, où x, € Ga pour tout « € J, est 
cohérente si elle satisfait aux deux conditions suivantes: 1) si«eJ, Be], as B.onax, = fan(xe): 
2) pour tout élément y € I majorant J, il existe x, € G, tel que x, = AL x) pour tout « € J. 


Montrer que pour tout élément yeI majorant J, l’ensemble A WARE: x) a un plus 
grand élément égal à inf (May(xa)) en outre, l’intersection de G, et de Q, PA est len- 


semble (non vide par hypothèse) des y, € G, majorés par inf (May (Xu) ) Keller la condition 
19). 

b) Soit J une partie quelconque de I; on dit qu’une famille xy = (x,)yen, où a. € Ga pour 
tout x € J, est cohérente si toute sous-famille finie de x, est cohérente. Si J # letsißĝeI =J, 
montrer qu’il existe x, € Gg tel que la famille xy, = (Xa)ae gum Soit cohérente. (Pour toute 
partie finie F de J, montrer, en utilisant a) ct la condition 4°, que si y est un majorant de 


FU GA [An le) est l’ensemble (non vide) des ya€ G, majorés par 
Jorlinf (Muy (a) )- En utilisant le fait que Ep, muni de Pordre opposé, est nœthérien, 
«er 


montrer ensuite qu'il existe une partie finie Fo de J et un majorant Yo de 

Fo U {B} tels que, pour toute partie finie F de J et tout majorant y de F U {B}, on ait 

Jolinf (May(Xa))) > Jovo inf (Mayo (Xa))). Prouver alors que tout élément x, € Fp majoré par 
eF wer 


Jivot inf (Mu) répond à la question. 
«E 


c) Achever la démonstration en prouvant qu’il existe une famille cohérente ayant pour 
ensemble d’indices I tout entier. (Ordonner l’ensemble des familles cohérentes x, par la 
relation «x, est une sous-famille de xg », ct appliquer b) et le th. de Zorn.) 


6) Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, ([;},e1, une famille de parties de I 
satisfaisant aux conditions de l’exerc. 1 (LIT, p. 94). Soit (Ey, fps) un systeme inductif 
d’ensembles ayant I pour ensemble d'indices; soit E sa limite inductive, et pour tout € L, 
soit F, la limite inductive du système inductif obtenu par restriction à Jade l’ensemble d'indices. 
Pour à < u, soit g,, l'application canonique de F, dans F, (U, p. 61). Montrer que (Fp, gw. 

est un système inductif d’ensembles relatif à L et définir une bijection canonique de E sur 
F = lim F, 

_—> 


7) Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (Ex, /5,) un système inductif d’en- 
sembles relatif à I; pour tout « e€ I, soit f: E —— E = lim E, l’application canonique. Dans 
chaque E,, soit R, la relation d’equivalence falx) = faly); montrer que pour « S %. 
l'application fga est compatible avec les relations d'équivalence R, et Rg. Soient Eg = E,/ 
Jsa l'application de E; dans EZ obtenue à partir de fex par passage aux quotients; montrer 
que fa est injective, et que (F4, fa) est un système inductif d’ensembles; définir une bijec- 
tion canonique de E sur lim Ex. 
> 


8) Soient (Eu: fan); (Fu Eau) deux systèmes inductifs d’ensembles relatifs à un même en- 
semble d’indices préordonné filtrant à droite I; pour tout « e I, soit u, une application de E, 
dans F,, les x, formant un système inductif d’applications. Soit G, € E, x Fa le graphe de 
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u,; montrer que (Ga) est un système inductif de parties des E, x F,, et que sa limite inductive 
s'identifie canoniquement au graphe de u = lim tg 
— 


9} Soit I un ensemble préordonné quelconque, (E,)«er une famille d’ensembles avant I pour 
ensemble d'indices; pour tout couple d'indices (x, 8) de I tels que « < 8, soit foy une applica- 
tion de E, dans E,, et supposons que ces applications vérifient les conditions (LI;) et (LIhr). 
Soit G lensemble somme de la famille (E,), et (avec les notations de III, p. 61), soit 
Rix, y} la relation entre deux éléments x, y de G: «on a A(x) = a < Ay) = Bety = fpu(X) » 
Soit R’ la relation d'équivalence dans G dont le graphe est le plus petit des graphes d’équiva- 
lence contenant le graphe de R (IT, p. 52, exerc. 10). On dit encore que E = G/R’ est la 
limite inductive de la famille (E,) pour la famille d'applications ( /,.) et on écrit E = lim Es; 
lorsque I est filtrant, montrer que cette définition coïncide avec celle de III, p. 61. Dans le 
cas général, on appelle application canonique de E, dans E et on note fy la restriction à Ey 
de l’application canonique de G dans E. Supposons donnée, pour tout « € I, une application 
u„ de E, dans un ensemble F telle que ug o fga = 4, pour & < ß; montrer qu’il existe une 
application et une seule u. de E dans F telle que u = 4, ° fy pour tout «el. 


NOTE HISTORIQUE 
(Chap. III, $5) 


(N.-B. — Les chiffres romains renvoient à la bibliographie placée à la fin de 
cette note.) 


L'évolution des idées touchant les notions de nombre entier et de nombre 
cardinal est inséparable de l’histoire de la théorie des ensembles et de la logique 
mathématique; le lecteur en trouvera l’exposé dans la note historique qui suit le 
chap. IV. Nous nous bornerons ici à donner quelques brèves indications sur les 
faits les plus saillants dans l’histoire de la numération et de l’« Analyse combina- 
toire ». 

L'histoire et l’archéologie nous font connaître un grand nombre de « systèmes 
de numération »; leur but initial est d’attacher à chaque entier individuel (jusqu'à 
une limite qui dépend des besoins de la pratique) un nom et une représentation 
écrite, formés de combinaisons d’un nombre restreint de signes, s’effectuant 
suivant des lois plus ou moins régulières. Le procédé de beaucoup le plus fréquent 
consiste à décomposer les entiers en sommes d’ « unités successives » b1, ba, ..., 
b,,..., dont chacune est un multiple entier de la précédente; et si en général 
bn/bn-1 est pris égal à un même nombre b (la « base » du système, le plus souvent 
10), on observe mainte exception à cette règle, comme chez les Babyloniens, où 
balba- est tantôt égal à 10, tantôt à 6 (I), et dans le système chronologique des 
Mayas, où b,/b,-, est égal à 20 sauf pour n = 2, et où b,/b, = 18 (II). Quant à 
l'écriture correspondante, elle doit indiquer le nombre d’ « unités » b; de chaque 
ordre i; dans beaucoup de systèmes (comme chez les Égyptiens, les Grecs et les 
Romains), les multiples successifs k.b; (où k varie de 1 à (b,,,/b;) — 1) sont 
désignés par des symboles qui dépendent à la fois de k et de i. Un premier et 
important progrès consiste à désigner tous les nombres $. b; (pour la même valeur 
de k) par le même signe: c’est le principe de la « numération de position », où 
l’indice z est indiqué par le fait que le symbole représentant k.b, apparaît à la 
i-eme place dans la succession des « tranches » constituant le nombre représenté. 
Le premier système de cette nature se rencontre chez les Babyloniens, qui, sans 
doute des 2000 avant J.-C., notent par un même signe tous les multiples #.60=* 
correspondant à des valeurs quelconques de l’exposant 2 ((I), p. 93-109). L’in- 
convénient d’un tel système réside bien entendu dans l’ambiguité des symbole: 
employés, tant que rien n’indique que les unités d’un certain ordre peuvent être 
absentes, en d’autres termes, tant que le système n’est pas complété par l’intro- 
duction d’un «zéro ». On voit pourtant les Babyloniens se passer d’un tel signe 
pendant la plus grande partie de leur histoire; ils n’emploient en effet un « zéro - 
que dans les 2 derniers siècles avant J.-C., et encore seulement à l'intérieur d’un 
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nombre; jusque-là, le contexte devait seul préciser la signification du nombre 
considéré. Deux autres systèmes seulement utilisent systématiquement un « zéro »: 
celui des Mayas (en usage, semble-t-il, dès le début de l’ère chrétienne (II)), et 
notre système décimal actuel, qui (par l'intermédiaire des Arabes) dérive de la 
mathématique hindoue, où son usage est attesté dès les premiers siècles de notre 
ere, Il faut noter en outre que la conception du zéro comme un nombre (et non 
comme un simple signe de séparation) et son introduction dans les calculs, 
comptent aussi parmi les contributions originales des Hindous (III). Bien en- 
tendu, une fois acquis le principe de la numération de position, il était facile de 
l'étendre à une base quelconque; la discussion des mérites des différentes « bases » 
proposées depuis le xvu° siècle relève des techniques du Calcul numérique et ne 
saurait être abordée ici. Bornons-nous à remarquer que l’opération qui sert de 
rondement à ces systèmes, la division dite « euclidienne », n’apparait pas avant les 
Grecs, et remonte sans doute aux premiers Pythagoriciens, qui en firent l’outil 
essentiel de leur Arithmétique théorique (voir Note hist. des chap. VI-VII 
d’.Algebre). 

Les problèmes généraux d’énumération, groupés sous le nom d’ « Analyse 
combinatoire », ne paraissent pas avoir été abordés avant les derniers siècles de 
n 
2 


de notre ère. Le mathématicien hindou Bhaskara (xn° siècle) connaît la formule 


l'Antiquité classique: seule la formule ( = n(n — 1)/2 est attestée au m° siècle 


r o n ? g N 5 
générale pour Wi Une étude plus systématique se trouve dans un manuscrit de 


Levi ben Gerson, au début du xm siècle: il obtient la formule de récurrence 
permettant de calculer le nombre V? des arrangements de n objets p à p, et en 
particulier le nombre des permutations de n objets; il énonce aussi des règles 


ï] ((IV), p. 64-65). Mais 


ce manuscrit paraît être resté ignoré des contemporains, et les résultats n’en sont 
que peu à peu retrouvés par les mathématiciens des siècles suivants. Parmi les 
progrès ultérieurs, signalons que Cardan démontre que le nombre des parties 
non vides d’un ensemble de n éléments est 2" — 1; Pascal et Fermat, fondant le 


équivalentes aux relations C) = V?/p'et i 2 „) = ( 


ae ; | n + 
calcul des probabilités, retrouvent l'expression de ( ): et Pascal est le premier à 


observer la relation entre ces nombres et la formule du binöme: cette derniere 
parait avoir été connue des Arabes dès le xni? siècle, des Chinois au xıv® siècle, et 
elle avait été retrouvée en Occident au début du xvr° siècle, ainsi que la méthode 
de calcul par récurrence dite du «triangle arithmétique », que l’on attribue 
d'ordinaire à Pascal ((IV), p. 35-38). Enfin, Leibniz, vers 1676, obtient (sans la 
publier) la formule générale des « coefficients multinomiaux », retrouvée indépen- 
damment et publiée 20 ans plus tard par de Moivre. 
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CHAPITRE IV 


Structures 


$ 1. STRUCTURES ET ISOMORPHISMES 


Le but de ce chapitre est de décrire une fois pour toutes un certain nombre de 
constructions formatives et de démonstrations (cf. I, p. 17 et p. 22) qui inter- 
viennent très fréquemment en mathématique. 


1. Échelons 


Un schéma de construction d’echelon est une suite c:, C2, . . ., €m de couples d’entiers 
naturels! c, = (a, b;) satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) Sib,=0,onal<a<i-]l. 

b) Sia ZO0eth, Z0,onal <a<i-letl <b <1i—]I. 

Ces conditions entraînent que c, = (0, b,) avec b; > 0. Sin est le plus grand des 
entiers #, figurant dans les couples (0, b;), on dit que c1, c,..., Cm est un schéma 
de construction d’échelon sur n termes. 

Étant donnés un schéma S = (c,62,...,@) de construction d’échelon sur n 
termes, et n termes E,,..., E, d’une théorie 7 plus forte que la théorie des en- 
sembles, on appelle construction d’échelon, de schéma S, sur E;,..., En, une suite 
Ay, Ay ..., À, de m termes de 7 définis de proche en proche par les conditions 
suivantes: 

a) Sic; = (0, b;), A; est le terme E,. 

b) Sic = (a, 0), A, est le terme PB(A,)- | 

c) Sic = (t, b;) avec a, 0 et b; # 0, A, est le terme À,, x A,. 

1 Nous utilisons la notion d’ «entier » de la même façon qu’au chap. I, c’est-à-dire au sens méta- 


mathématique de repères rangés dans un certain ordre; cet emploi n’a rien de commun avec la 
théorie mathématique des entiers, développée au chap. III. 
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Nous dirons que le dernier terme A, de la construction d’échelon de schéma S sur 
E,,..., E, est l’échelon de schéma S sur les ensembles de base E,,..., Ep, et nous le 
désignerons, dans les raisonnements généraux qui vont suivre, par la notation 
S(E esc En). 
Exemple. — Étant donnés deux ensembles E, F, l’ensemble P(P(E)) x YF) cst un 
échelon sur E, F, de schéma 
(0,1), (0,2), (1,0), (3,0), (2,0), (4,5). 
C’est aussi l'échelon sur E, F, de schéma 
(0,2), (0,1), (1,0), (2,0), (4,0), (5,3). 
Plusieurs schémas distincts peuvent donc donner le même échelon sur les mêmes 
termes. 


2. Extensions canoniques d’applications 


Soit S = (c,,Co,..., Cm) un schéma de construction d’échelon sur n termes. Soient 
E;,...,E,, E;,...,E, des ensembles (termes de J) et soient f,...,/f, des 
termes de 7 tels que les relations 


«fi est une application de E; dans E; » 


soient des théorèmes de 7 pour 1 < i < n. Soit A,,..., Am (resp. Al,..., AL 
la construction d’échelon de schéma S sur E,,...,E, (resp. Ei,...,E}). Or 
définit de proche en proche une suite de m termes g,,..., Zm telle que g; soit une 
application de A, dans A; (pour 1 < i < m), par les conditions suivantes: 

a) Sic, = (0, b,), de sorte que A; = E,, A; = Ep, g; est l’application fy» 

b) Sic, = (a, 0), de sorte que A; = P(A,), A; = (A), gi est l’extensicr 
canonique fa, de ga, aux ensembles de parties (II, p. 30). 

c) Si c = (a,b) avec a, # 0 et b, #0, de sorte. que À; = A, x A, €: 
A; = A, x Ay, g est Pextension canonique Za, X 8a, de Za, Ct Za, à Aa, X A, I. 
p. 21). 

Nous dirons que le dernier terme g„ de cette suite est l’exfension canonique, c: 
schéma S, des applications f1,..., fn, et nous le designerons par la notatior 


fs 1S SS 


On vérifie de proche en proche les critères suivants: 


CSTI. Si fi est une application de E; dans E;, fi une application de E; dans E. 
(1 < i < n), on a, pour tout schéma de construction d’échelon S sur n termes 


LF ff 2 fase es Ja 0 Fa = Sis Saso JD (Fr far s DS 


CST2. Si f, est injective (resp. surjective) pour 1 < i < n, < fi,..., fm?” est iv- 
Jective (resp. surjective). 

Ce dernier critère résulte des propriétés correspondantes de extension : 
(II, p. 30, prop. 1) et de Pextension g x A (I, p. 21). 
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CST3. Si fi est une bijection de E; sur Ei, et fi! la bijection réciproque,\ 
alors < f,..., In?” est une bijection, et < fi 1, ..., fu ">° la bijection réciproque; autre- 


ment dit, on a 
<A .. he 7 O .. ET 
Cela résulte aussitôt de CSTI et CST2. 


3. Relations transportables 


Soient 7 une theorie plus forte que la théorie des ensembles, x,,...,#,,51,...,5, 
des lettres distinctes entre elles et distinctes des constantes de 7, A,,..., A, des 
termes de Z où ne figurent aucune des lettres x; (1 < i < n) ets (1 <j <p). 
Soient S,,..., Sp des schémas de construction d’échelon sur n + m termes: nous 
dirons que la relation Tix,,...,x,,51,..., Spi: 


«S1 E S (Xis. o e5 Xn Ags EBEN Ar) 
et ... HER: A Ais e 5 Am)» 


est une typification des lettres s1, . . ., Sp. 


Soit Rixs,..., Xn» 51,..., Spi une relation de 7, contenant certaines des lettres 
x, 5, (et éventuellement d’autres lettres). Dire que R est transportable (dans F`) 
pour la typification T, les x; (1 < i < n) étant considérés comme ensembles de base princi- 
paux et les A, (1 < h < m) comme ensembles de base auxiliaires, c’est dire que la 
condition suivante est satisfaite : 

Soient Y1, . -Yn fi» Jn des lettres distinctes entre elles, distinctes des 
A (1 <i < n), des s; (1 < 7 < p), des constantes de 7 et de toutes les lettres 
figurant dans R ou dans les A, (1 < A < m). Soit d’autre part Id, (1 < A < m) 
l'application identique de A, sur lui-même. Alors, la relation 


1) «Tixi. s Xn 515.4, Spi et (fi est une bijection de x, sur y,) 
et... et (fn est une bijection de x, sur y,) » 
entraine, dans F , la relation 
(2) Br Met ER NN 
où on a posé 
3) ek fern Idi; =- 104 US) (1 <j < p). 
On a une définition analogue, mais plus simple, lorsqu'il n’y a pas d'ensemble 
auxiliaire, 


Par exemple, si n = p = 2, et si la typification T est 
«S1 E X1 Et S2 E X1 9, 


la relation sı = s, est transportable. Par contre, la relation x, = x, ne l’est pas. On 
reconnaît aisément, dans les cas usuels, si une relation est transportable (pour une 
certaine typification). 


—1 
1 Pour des raisons de commodité typographique, nous écrivons f "! au lieu de f. 
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4. Espèces de structure 


Soit Z une théorie plus forte que la théorie des ensembles. Une espèce de structure 
dans 7 est un texte & formé des assemblages suivants: 

1° Un certain nombre de lettres x,,..., x,,s, distinctes entre elles et 
distinctes des constantes de 7; x,,...,x, sont appelées les ensembles de base 
principaux de l'espèce de structure £. 

2° Un certain nombre de termes A,,..., À, de 7, dans lesquels ne figurent 
aucune des lettres x; s, et qui sont appelés les ensembles de base auxiliaires de È; X 
peut éventuellement ne comporter aucun ensemble de base auxiliaire (mais il doit 
toujours y avoir au moins un ensemble de base principal). 

3° Une typification Tix,, x2,..., An S$: 

SER Ku... AA) 


où S est un schéma de construction d’échelon sur n + m termes (IV, p. 1). On 
dit que Tix,,...,x,, sf est la caractérisation typique de l’espece de structure X. 

4° Une relation Rix:,..., Xn, 3$ qui est transportable (dans J`) pour la typifica- 
tion, les x; étant ensembles de base principaux et les A, ensembles de base 
auxiliaires (IV, p. 3). On dit que R est l’axiome de l’espèce de structure È. 


On appelle theorie de l'espèce de structure X la théorie I, ayant les mêmes 
schémas d’axiomes que J et dont les axiomes explicites sont ceux de 7 et 
l’axiome «T et R »; les constantes de 7, sont donc les constantes de 7 et les 
lettres figurant dans T ou dans R. 


Soit maintenant J” une théorie plus forte que Z, et soient E,,..., Ep, U des 
termes de 7”. On dit que (dans la théorie 7”) U est une structure d'espèce E sur les 
ensembles de base principaux Ey,..., En, avec A,,...,A„ pour ensembles de base 
auxiliaires si la relation 

« TE, CERA DE U et RiE,, ER EE U » 
est un théorème de F'. Lorsqu'il en est ainsi, pour tout théorème Bixi, x2,..., Ans $ 
de la théorie 7,, la relation BÉE,, ..., Ep, Uś est un théorème de 7” (I, p. 23). Dans 
Ja la constante s est appelée la structure générique d'espèce X. 


On dit aussi que (dans la théorie 7”) les ensembles de base principaux 
E,,..., En sont munis de la structure U. Il est clair que U est un élément de Pen- 
semble S(E,,...,E,, A,,..., A„). L'ensemble des éléments V de S(E,,...,E,, 
A,,...,A„) qui verifient la relation RÍE,,..., En, Vi est donc l’ensemble des 
structures d’espece X sur Eı,..., En; il peut être vide. 


Exemples. — 1) Prenons pour 7 la théorie des ensembles et considérons l’espèce de 
structure sans ensemble de base auxiliaire, comportant un ensemble de base principal 
A, la caractérisation typique se (A x A) et l’axiome 


=1 
sos =setsNs= A, 


(A, diagonale de A x A), qui est une relation transportable pour la typification 
se®(A x A), ainsi qu’on le vérifie aisément. Il est clair que la théorie de cette espèce 


N° # 
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de structure n’est autre que la theorie des ensembles ordonnes (III, p. 2 et p. 5); aussi 
dit-on que l’espèce de structure ainsi définie est l’espece de structure d'ordre sur A. Nous 
avons rencontré au chap. III de nombreux exemples d’ensembles munis de structures 
de cette espèce. 

2) Prenons pour 7 la théorie des ensembles, et considérons l’espèce de structure 
sans ensemble de base auxiliaire, comportant un ensemble de base principal A, la 
caractérisation typique FE S{(A x A) x A), et ayant pour axiome la relation 
transportable 

«F est un graphe fonctionnel dont A x A est l’ensemble de definition ». 

Les structures de cette espèce sont des cas particuliers de ce que l’on appelle les 
structures algebriques, et la fonction dont le graphe est F (application de A x A dans A) 
est dite loi de composition d’une telle structure (A, I, § 1, n° 1). 

3) Z étant toujours la théorie des ensembles, considérons l’espèce de structure 
sans ensemble de base auxiliaire, comportant un ensemble de base principal A, la 
caractérisation typique VESP(R(A)), et ayant pour axiome la relation transportable 


(HV) ((V'E V) => CU, X)eV))etAeV 


et (VX)(VY)(KEVet Ye V) > (XNnY)eV)). 
Ceite espèce de structure est appelée espèce de structure topologique. Une structure de 
cette espèce est aussi appelée topologie, et la relation X € V s’exprime en disant que X 
est ouvert pour la topologie V (TG, I, § 1). 

4) * Prenons pour 7 la théorie de l'espèce de structure de corps, qui comporte 
entre autres une constante K comme unique ensemble de base (principal). L’espèce 
de structure d'espace vectoriel à gauche sur K comporte K comme ensemble de base 
auxiliaire, un ensemble de base principal E, et a pour caractérisation typique la 
relation 

VES((E x E) x E) x P((K x E) x E) 
pri V étant le graphe de l'addition dans E et pr, V celui de la multiplication par un 
scalaire (cf. A, II, $ 1, n° 1); nous n’énoncerons pas ici l’axiome de cette espèce de 
structure (cf. A, II, $ 1, n° 1). 

5) Prenons de nouveau pour Z la théorie des ensembles; dans cette théorie, le 
corps G des nombres complexes est un terme, qui ne contient aucune lettre. L'espèce de 
structure de variété analytique complexe de dimension n comporte C comme ensemble de 
base auxiliaire, et un ensemble de base principal V; nous n’indiquerons pas ici la 
caractérisation typique ni l’axiome de cette espèce de structure. 


Remarques. — 1) Il arrive souvent dans les applications (comme dans P Exemple 4 ci- 

dessus) que l'échelon S(E;,..., En, A1,..., Am) est un produit d'échelons 
SE... Am) X ce X HE: Am). 

On remplace souvent alors, dans la définition de &, la lettre s par un « multiplet » 

(513... Sp) (cf. II, p. 9). 

D’autre part, l’axiome d’une espèce de structure È s'écrit le plus souvent comme 
conjonction de plusieurs relations transportables (comme dans l’ Exemple 3 ci-dessus) ; 
on dit que ces relations sont les axiomes de l’espèce 2. 

2) On donne un nom aux espèces de structures les plus fréquemment utilisées en 
Mathématique, et aux ensembles munis de structures de ces espèces: c’est ainsi qu’un 
ensemble ordonné (III, p. 5) est un ensemble muni d’une structure d’ordre (Exemple 
1); *nous definirons, dans la suite de ce Traité, les notions de groupe, de corps, d’espace 
topologique, de variété différentielle, etc., qui toutes désignent des ensembles munis de 
certaines structures. w 

3) Par abus de langage, dans la théorie des ensembles 7, la donnée de n lettres 
distinctes entre elles x:,...,x, (sans caractérisation typique ni axiome) est encore 
considérée comme une espèce de structure %,, dite espèce de structure d'ensemble sur les 
n ensembles de base principaux x1,..., An- 
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5. Isomorphismes et transport de structures 


Soit X une espèce de structure dans une théorie 7, sur n ensembles de base 
principaux 4,,..., Xp, avec m ensembles de base auxiliaires A,,..., Am; soit S le 
schéma de construction d’échelon sur n + m lettres qui figure dans la caractérisa- 
tion typique de X, et soit R l’axiome de X. Dans une théorie 7” plus forte que 7, 
soit U une structure d’espece £ sur des ensembles E,,..., E, (comme ensembles 
de base principaux) et soit U’ une structure de même espèce sur des ensembles 

1,..., En. Soit enfin (dans 7”) f une bijection de E; sur E; (1 < i < n). On dit 
que (f,..., fa) est un isomorphisme des ensembles E,,..., En, munis de la struc- 


ture U, sur les ensembles E}, . . ., E, munis de la structure U’, si l’on a (dans 7”) 


(4) fe dde es Id ECO UT, 
Id, désignant l’application identique de À, sur lui-même. 

Soit ff la bijection réciproque de fi (| < i < n). Il résulte aussitôt de (4) et 
- du critère GST3 (IV, p. 3) que l’on a 


(5) aldi nid, FE -=U 
et par suite que (f1,..., Jn) est un 2somorphisme de Ei,..., En, munis de U’, sur 
E,,..., En, munis de U; on dit que les isomorphismes ( f,,..., Ja) et (Jis -<3 A) 
sont réciproques l’un de l’autre. 

On dit que E},..., En, munis de U’, sont isomorphes à E,,...,E,, munis de 
U, s’il existe un isomorphisme de E,,..., E, sur E',..., En; on dit encore dans 
ce cas que les structures U et U’ sont zsomorphes. 


Les définitions précédentes entraînent, compte tenu de CSTI, le critère 
suivant: 
CST4. Soient U, U’, U” trois structures de même espèce È sur des ensembles de base 
principaux E,,...,E,, Eis - - -; En, Ei, - . -, E respectivement. Soit f, une bijection de 


E, sur Ei, g; une bijection de E; sur E; (1 < i < n). Si(f,,..., fn) et (ga... 8n 
sont des isomorphismes, il en est de même de (g, 0 fi» -- 8n 0 fu) 
On dit qu’un isomorphisme de E;,...,E, sur E,,...,E, (pour la même 


structure) est un automorphisme de E;, . . ., En. Le composé de deux automorphismes 
de E,,...,E, est un automorphisme. Il en est de même de l’isomorphisme 
réciproque d’un automorphisme; *en d’autres termes, les automorphismes de 
E,,...,E, forment un groupe (A, I, $ 4, n° 1). 
Remarque. — Par abus de langage, lorsque f; est une bijection quelconque de E; sur 
E; (1 < i < n), on dit que (f,..., fa) est un isomorphisme de (E,,..., En) sur 
(Ei,..., En) pour l’espèce de structure d'ensemble (IV, p. 5, Remarque 3). 
CST5. Dans une théorie T’ plus forte que T, soit U une structure d'espèce X sur 
E;,...,Æ,, et soit fi une bijection de E; sur un ensemble E; (1 < i < n). Il existe sur 
is- +, En une structure d'espèce X et une seule telle que ( f1,..., fn) soit un isomorphisme 


de Es, sur Ei,..., Ei 
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En effet, cette structure ne peut être autre que le terme U’ défini par la rela- 
tion (4); reste à vérifier que ce terme est effectivement une structure d’espèce X, 
c’est-à-dire que la relation R{E},..., En, U’! est vraie dans 7”. Or, cela résulte 
de ce que Réx,,...,x,, sf est transportable, car RÉE:,..., En, U'{ est équivalente, 
dans 7”, à la relation RÉE,,..., E,, Ui (IV, p. 3), qui est vraie dans 7” par 
hypothèse. 


On dit que la structure U’ est obtenue en transportant la structure U aux en- 
sembles Ei, .. ., E au moyen des applications bijectives fi, - - -, fna, Il revient donc au 
même de dire que deux structures de même espèce sont isomorphes ou se dé- 
duisent l’une de l’autre par transport de structure. 


Il peut se faire que deux structures quelconques d’espece & soient nécessairement iso- 
morphes; on dit alors que l’espèce de structure È est univalente. *Il en est ainsi de la 
structure de groupe monogene infini (isomorphe à Z), de celle de corps premier de 
caractéristique 0 (isomorphe à Q), de la structure de corps ordonné, archimédien et 
complet (isomorphe à R), de la structure de corps connexe, localement compact, 
commutatif et algébriquement clos (isomorphe à C), enfin de la structure de corps 
connexe, localement compact et non commutatif (isomorphe au corps des quaternions 
H). Pour certaines de ces espèces de structure, comme celle de corps premier de carac- 
téristique 0, ou celle de corps ordonné, archimédien et complet, il n’y a même aucun 
automorphisme autre que l’application identique; mais il y a de tels automorphismes 
pour les autres exemples donnés ci-dessus (par exemple la symétrie x > — x dans Z).4 

On observera que les espèces de structure précédentes sont essentiellement celles 
qui sont à la base de la Mathématique classique. Par contre, *l’espece de structure de 
groupe, l’espèce de structure d’ensemble ordonné, l’espèce de structure topologique, 
ne sont pas univalentes., 


6. Déduction de structures 


Soit & une espèce de structure dans une théorie 7, sur n ensembles de base 
principaux X1,...,*%,, avec m ensembles de base auxiliaires A,,..., A„; soit s la 
structure générique de %. Soit T un schéma de construction d’échelon sur n + m 
termes. On dit qu'un terme Véx;,...,x,, 5$ qui ne contient aucune lettre autre 
que les constantes de Jz, est intrinsèque pour s, de type T(x:,...,x,, A:,...,A,) 
s’il satisfait aux conditions suivantes: 

1° la relation 


Vixi es Xn $E Es aA 
est un théorème de Jz; 
2° soit I, la théorie obtenue en adjoignant aux axiomes de J, les axiomes 
« fi est une bijection de x; sur y, » (1 < i < n) (les lettres y; et f; étant distinctes des 


constantes de J; et distinctes entre elles, pour 1 <  < n); sis’ est la structure 
obtenue en transportant s par (f,,..., Ja) (IV, p. 7), alors 


Viy reeg Yn s$ = Fu es Th Id,, aeg Id„»T(Vir,, cs Am s$) 


est un théorème de 77. 
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La plupart des termes que l’on est amené à définir dans la théorie d’une espèce de 
structure sont des termes intrinseques. 


Soit maintenant © une seconde espèce de structure dans la théorie 7, sur r en- 
sembles de base principaux #,,...,u,, avec p ensembles de base auxiliaires 
B,,..., Bp; soit 

Le Ds, Dis Bp) 


la caracterisation typique de © (IV, p. 4). On appelle procede de deduction d’une 
structure d'espèce © à partir d’une structure d'espèce È, un système de r + 1 termes 
P,U;,..., U,, inirinseques pour s, et tels que P soit une structure d'espèce © sur 
U,,..., U,, dans la théorie Fg. Par abus de langage, on dira souvent que le seul 
terme P est le procédé de déduction. 


Soit 7’ une théorie plus forte que Z. Si, dans 7”, S est une structure 
d’espece X sur E,,...,E,, alors PE,,..., En, 2$ est une structure d’espece © 
sur les z ensembles F; = UÉE,,...,E,, S$ (1 < j < r), dite deduite de S par le 
procédé P, ou subordonnée à S. L'hypothèse que les termes P, U,,..., U, sont 
intrinsèques pour s, entraîne en outre le critère suivant: 

CST6. Soit (g,,...,g,) un isomorphisme de E,,..., Ep, munis d’une structure S 
d'espèce ZL, sur Ei,..., Ep, munis d’une structure S” de même espèce. Si U, est de type 
P(T;), posons 

h; = gs... En Id; Id (1 <j <7”), 


et soit F; = UKEL, ..., En SS (1 <j <r); (k,..., dr) est alors un isomorphisme 


de F:,..., F, sur F1, .. ., F; quand on munit respectivement ces systèmes d'ensembles des 
structures d'espèce © déduites de S et S” par le procédé P. 


IL est clair que les termes x,,..., x, sont intrinsèques pour s; dans de nom- 
breux cas, les termes U,,..., U, sont certaines des lettres x,,..., x,; on dit alors 
que la structure d’espece © déduite de s par le procédé P est sous-jacente à s. 


Exemples. — *1) L'espèce de structure de groupe topologique comporte un seul en- 
semble de base principal A, ne comporte aucun ensemble de base auxiliaire, et la 
structure générique correspondante est un couple (51, $52) (51 étant le graphe de la loi 
de composition sur À, et 5, l’ensemble des ensembles ouverts de la topologie de A; 
cf. TG, III, § 1). Chacun des termes $4, 5 est un procédé de déduction, fournissant 
respectivement la structure de groupe et la topologie sous-jacentes à la structure de groupe 
topologique (51, 52). 

De même, d’une structure d’espace vectoriel on déduit une structure de groupe 
commutatif sous-jacente. D’une structure d’anneau on déduit une structure de groupe 
commutatif et une structure de monoide (multiplicatif) sous-jacentes. D'une structure 
de variété différentielle on déduit une topologie sous-jacente, etc. 

2) L’espece de structure d’espace vectoriel sur G (resp. sur R) comporte un 
ensemble de base principal E, un ensemble de base auxiliaire égal à C (resp. R) 
et a pour caractérisation typique 


s ER((E x E) x Ejets eR((G x E) x E) 


(resp. 
si EB((E x E) x E) etssEeP((R x E) x E).) 
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Le couple (5:,52 N ((R x E) x E)) est un procédé de déduction d’une structure 
d'espace vectoriel sur R à partir d’une structure d’espace vectoriel sur C (« restriction 
à R du corps des scalaires »; cf. A, H, $ 1, n° 13). 

3) Supposons que © ait mêmes ensembles de base (principaux et auxiliaires) que 
£, et même caractérisation typique. Si en outre l’axiome de E implique (dans 7°) celui 
de ®, il est clair que le terme s est un procédé de déduction d’une structure d’espece 
© à partir d’une structure d’espece X. On dit alors que © est moins riche que À, ou que 
Z est plus riche que ©. Toute structure d’espece X, dans une théorie J” plus forte que 
J, est aussi alors une structure d’espece ©. Par exemple, l’espèce de structure d’en- 
semble totalement ordonné (obtenu en prenant pour axiome la conjonction de l’axiome 


=l 

des structures d’ordre (IV, p. 4, Exemple 1) et de la relation s Us = A x A) est 
plus riche que l'espèce de structure d’ordre. *L’espece de structure de groupe commu- 
tatif est plus riche que l’espèce de structure de groupe. L’espèce de structure d'espace 
compact est plus riche que l'espèce de structure topologique, cte. y 

* 4) Si X et © sont toutes deux l’espèce de structure de groupe (resp. d’anneau), 
on définit en Algèbre (A, I, § 1, n°5) un procédé de déduction associant à toute structure 
de groupe (resp. d’anneau) la structure de groupe (resp. d’anneau) sur son centre. 
Si E est l'espèce de structure d’espace vectoriel sur un corps commutatif K, © l'espèce 
de structure d’algèbre sur K, on définit en A, III, $ 5 et 7, des procédés de déduction 
associant à tout espace vectoriel sur K son algèbre tensorielle ou son algèbre extérieure. On 
rencontrera de nombreux autres exemples par la suite. x 


Remarque. — Lorsque P est un « multiplet » (P,,..., P,), on dit aussi que les termes 
P;,..., P, constituent un procédé de déduction d’une structure d’espece © à partir 
d’une structure d’espèce X. 


7. Espèces de structure équivalentes 


Dans une même théorie 7, soient X et © deux espèces de structure ayant les 
mémes ensembles de base principaux x,,...,x,. Soient s, { les structures génériques 
d'espèce X et ©. Supposons que les conditions suivantes soient remplies: 

1° On a un procédé de déduction Pix,,...,x,, si d’une structure d’espece © 
sur X1,..., Xn à partir d’une structure d'espèce & sur x1,...,Xx,. 

2° On a un procédé de déduction Qix,,..., Xn, t£ d’une structure d’espece & 
sur %1,..., X à partir d’une structure d’espèce © sur x,,..., x. 


3° La relation 
Oi Pe 
est un théorème de J}, et la relation 


Pr Re 
est un théorème de Zo. 

On dit alors que les espèces de structure X et © sont équivalentes par linter- 
médiaire des procédés de déduction P et Q. Dans ce cas, pour tout théorème 
Bixi, . < -3 Xn sf de la théorie Jz, la relation Bfx;,...,x,, Q{ est un théorème de 
la théorie 7, (I, p. 24); et inversement, pour tout théorème Cix,,.. ., Xn, t$ de la 
théorie Jg, la relation Céx,,..., x,, Pf est un théorème de Fy. 


| 
Le. 


Si U est une structure d’espèce È, on dit que la structure déduite de U par le 
procédé P est équivalente à U. Le critère CST6 entraîne le suivant: 
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CST7. Soient S, F’ deux structures d’espece & sur des ensembles de base principaux 
(E:,...,E,), (Eis. . -, En) respectivement. Soient Fo, Fo les structures d’espece © 
équivalentes respectivement à S et F’. Pour que (81, : . -, 8n) soit un isomorphisme pour les 
structures So et Fo, il faut et il sufit que (81, . . ., g,) soit un isomorphisme pour les struc- 
tures P et F’. 


Pratiquement, on ne fera pas de distinction cntre les théories I, et Ja de 
deux espèces de structures équivalentes. 


Exemples. — 1) *Soit X l'espèce de structure de groupe commutatif (A, I, § 4, n°2); elle 
comporte un scul ensemble de base (principal) A, et sa structure générique une seule 
lettre F; la caractérisation typique de Ÿ est Fe M{{A x A) x A), et nous désignerons 
par RiA, Fi l’axiome de X. Cet axiome implique en particulier que F est un graphe 
fonctionnel (la «loi de composition » du groupe, cf. IV, p. 5, Exemple 2). On définit 
alors dans Jy (où Z désigne la théorie des ensembles) un terme MiA, F$, qui est un 
graphe fonctionnel dans B((Z x A) x A) et vérifie la relation suivant B$M, A, Fi: 


(va)(Yy)(Vn)((xeAetyeActneZ) = (Mn, F(x,y)) = F(M{n, x), Mn, y)))) 
et (Vx)(Vm)(Vn)((xeActmeZctineZ) = (M(m + n, x) = F(M(m, x), Mn, x)))) 
et (Vx)(Vm)(Vn)((xe ActmeZctneZ) = (M{m, M(n,x)) = M(mn, x))) 
et (Vx)((xe A) = (MI, x) = x)). 


(« multiplication d’un élément de A par un entier »; cf. A, I, $ 3, n° 1). 
Considérons alors l'espèce de structure © de Z-module (A, II, § 1, n° 1), ayant un 

seul ensemble de base principal A, avec Z pour ensemble auxiliaire, et dont la 

structure générique comporte deux lettres, G, L, avec la caractérisation typique 


GEV{(A x A) x Ajcet LEeB((Z x A) x A) 
et l’axiome 
«R{A, Gl et (L est un graphe fonctionnel) et BÍL, A, Gi». 
On vérifie aussitôt que les termes F, M constituent un procédé de déduction d’une 
structure d’espèce © à partir d’une structure d’espèce 5E, et le terme G un procédé de 
déduction d’une structure d’espèce X à partir d’une structure d’espece ©; en outre, 
la condition 3° ci-dessus est trivialement vérifiée. On peut donc dire que l’espèce de 
structure de groupe commutatif et celle de Z-module sont équivalentes. 
2) Soient X l'espèce de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3), A l’ensemble 
de base et V la structure générique de X. Considérons la relation 


xeActXc Act (VU)(UeVetxeU) = (KNU # #)). 


Elle admet un graphe P € (A) x A par rapport au couple (X, a); PA, V} est un 
terme que l’on appelle « l’ensemble des couples (X, a) tels que x soit adhérent a X pour 
la topologie V ». On démontre (cf. TG, I, $ 1) que les relations suivantes sont des 


théorèmes de Fy: 
P(S) = Ø 
(YY) (Y € A) = (Y = P(Y))) 
(VY)((Y = A) = (P(P(Y)) = P(Y))) 
(VY)(YZ)((Y € A et Z € A) > (P(Y U Z) = P(Y) U P(Z))). 


Considérons alors l’espece de structure ©, ayant un seul ensemble de base (principal) 
A, dont la structure générique comporte une seule lettre W, qui a pour caractérisation 
typique W e P(P(A) x A) et pour axiome 


W(g) = ge (YYY € A) = (Y c W(Y))) 
et (VY)((Y = A) = (W(W(Y)) = W(Y))) 
et (VY)(VZ)((Y € A et Z € A) = (W(Y U Z) = W(Y) u W(Z))). 
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Considérons d’autre part la relation 
U c A et (vx)}((xe U) = (xé W(A = U))). 
L'ensemble des U e 'R(A) vérifiant cette relation est une partie QÂA, W} de PA). 
On démontre alors (TG, I, § 1, exerc. 9) que les relations suivantes sont des 
théorèmes de Fe: 
AEQ 
(YMM € Q) = (U, X) eQ) 
YX (VY) (X EQetYEeEQ) = (XNY)eQ)). 

Cela prouve que les termes P{A, Vi et QÍA, W$ vérifient les conditions 1° et 2° ci- 
dessus; on voit aussi qu’ils satisfont à la condition 3°. Les espèces de structure Z et © 


sont donc équivalentes; aussi considère-t-on toute structure d’espèce © comme une 
topologie, savoir celle qui lui correspond par le procédé de déduction QiA, W$. x 


$2. MORPHISMES ET STRUCTURES DÉRIVÉES 
1. Morphismes 


Pour simplifier, nous supposerons, dans ce paragraphe et le suivant, que les 
espèces de structure dont il est question ne comportent qu’un seul ensemble de 
base (nécessairement principal); le lecteur étendra sans peine les définitions et 
résultats au cas général. 

Soient X une espèce de structure dans une théorie 7 plus forte que la théorie 
des ensembles, x, y, $, t quatre lettres distinctes entre elles et distinctes des con- 
stantes de %; rappelons que la notation F (x; y) désigne l’ensemble des applica- 
tions de x dans y (II, p. 31). Supposons donné un terme 6x, y, s, ti de Z, vérifiant 
les conditions suivantes: 

(MO;) La relation 

«s est une structure d'espèce X sur x et £ est une structure d’espèce È sur y » 
entraîne, dans F , la relation oix, y, s, ti € F(x; y). 

(MO) St, dans une theorie T” plus forte que F, E, E’, E” sont trois ensembles 
munis de structures S, F', S” d'espèce X, les relations fe GE, E’, S, S et 
gE KE’, E”, S’, $"} entraînent la relation go fe dE, E", S, S’. 

(MO) Étant donnés, dans une théorie T’ plus forte que T, deux ensembles E, E' 
munis de structures S, F” d'espèce Z, pour qu'une bijection f de E sur E’ soit un iso- 


= 
morphisme, il faut et il suffit que l’on ait fe GE, E', S, F4 et fe kE’, E, P’, S$. 


Lorsque È et o sont donnés, on exprime la relation fe ox, y, s, tf en disant que 
Jest un morphisme (ou un o-morphisme) de x, muni de s, dans y, muni de t; si (dans une 
théorie J” plus forte que 7) E, E’ sont deux ensembles munis de structures 
S, F’ d'espèce X, le terme GiE, E’, S, £'} est l’ensemble des o-morphismes de E 
dans E’. 


Exemples. — 1) Prenons pour E l’espèce de structure d’ordre et pour ox, y, s, t$ 
lensemble des applications f de x dans y telles que la relation (u, v) € s entraîne 
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(flu), f(v)) et. Avec les notations de III, p. 4, cela signifie encore que u <c 
entraine f(u) < f(v), c’est-à-dire que f est croissante (III, p. 7). La vérification des 
axiomes (MO), (MOr) et (MO) est immédiate. 

2) Prenons pour X une espèce de structure algébrique comportant une seule loi 
de composition (interne) (IV, p. 5, Exemple 2). Soient A, A’ deux ensembles munis 
de structures d’espèce X, et soient p, p’ les lois de composition de ces deux structures. 
Considérons les applications f de A dans A’ telles que l’on ait p’{ f(x), f{y)) = 
fps, y)) pour x € À et y € À; ces applications vérifient (MO), (MO) et (MOm): 
on les appelle homomorphismes de A dans A’. 

3) Prenons pour X Pespece de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3). 
Soient A, A’ deux ensembles munis de topologies V, V’ respectivement; considérons 


=f 
les applications f de A dans A’ telles que la relation X’ e V’ entraîne f(X) EN 
(autrement dit, l’image réciproque par f de tout ensemble ouvert pour V’ doit être 
ouvert pour V); on dit que ces applications, qui satisfont à (MO), (MOm et 
(MOn), sont les applications continues de A dans A’ pour les topologies V et V’, (cf. 
TG, 1, $ 2). 


Remarque. — Pour une espèce de structure donnée X, on a souvent l’occasion de définir 
divers termes ofx, y, 5, tį qui satisfont aux conditions (MO:, (MOr) et (MO). Par 
exemple, pour l'espèce I de structure topologique, on dit (avec les notations de l’e- 
xemple précédent) qu’une application f de A dans A’ est ouverte si la relation Xe V 
entraîne f(X) e V’ (autrement dit, si l’image par f de tout ensemble ouvert est un 
ensemble ouvert). On constate aisément que les applications ouvertes satisfont aussi 
aux conditions (MO:), (MO) ct (MOm) pour l'espèce X; *en outre, on peut 
montrer qu’une application continue n’est pas nécessairement ouverte, et qu’une 
application ouverte n’est pas nécessairement continue. La donnée d’une espèce de 
structure n'implique donc pas une notion de morphisme bien déterminée. 

Pour les structures d’ordre, les structures algébriques et les structures topologiques. 
il sera toujours sous-cntendu que les morphismes sont ceux qui ont été définis dans les 
exemples ci-dessus, sauf mention expresse du contraire. 


La condition (MO;) et la caractérisation des bijections (II, p. 18, corollaire 
entraînent le critère suivant: 
CST8. Soient E, E’ deux ensembles munis chacun d'une structure d'espèce &. Soit f un 
o-morphisme de E dans E', g un o-morphisme de E’ dans E. Si go f est l'application 
identique de E sur lui-même, et fo g l'application identique de E’ sur lui-même, f est un 
isomorphisme de E sur E', et g est l’isomorphisme réciproque. 
On notera qu’une bijection de E sur E’ peut être un o-morphisme sans que son 
application réciproque soit un o-morphisme. *Par exemple, une application bijective 
d’un espace topologique A dans un espace topologique A’ peut être continue sans que 
son application réciproque le soit (TG, I, $ 2, n° 1, Remarque 3).% 
Remarque. — Lorsqu'une espèce de structure £ comporte plusieurs ensembles de base 
principaux %1,...,%n, et des ensembles de base auxiliaires A,,..., Am, un o-mor- 
phisme est un systeme (fi, ..., /n), Où ji est une application de x; dansy, (I <i<n. 
ces systèmes d'applications vérifiant des conditions analogues à (MO) et (MO: . 
que le lecteur énoncera aisément. 


2. Structures plus fines 


Dans tout le reste de ce paragraphe, nous supposerons données une espèce de 
structure È et une notion de s-morphisme relative à cette espèce de structure: 
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toutes les notions qui vont être introduites dépendent, non seulement de &, mais aussi de la 
notion de a-morphisme envisagée. Nous dirons d'ordinaire « morphisme» pour 
« s-morphisme ». 

Soient E un ensemble, 4, et Sa deux structures d’espèce X sur E. On dit que 
la structure S; est plus fine que Sa (ou que Sa est moins fine que S) si l'applica- 
tion identique de E, muni de /,, sur E, muni de #,, est un morphisme. 


Si cela est nécessaire pour éviter des confusions, on dira que S, est plus fine que 
Pa relativement à la notion de o-morphisme considérée; de même pour toutes les notions qui 
vont être définies dans ce paragraphe. 


Supposons que S, soit plus fine que #,; si E’ est un ensemble muni d’une struc- 
ture S’ d’espèce X, et si fest un morphisme de E, muni de /,, dans E’, muni de 
S’, alors fest aussi un morphisme de E, muni de S, dans E’, muni de S”: cela 
résulte de la définition précédente et de (MOr). De même, si g est un morphisme 
de E’, muni de S”, dans E, muni de /,, g est aussi un morphisme de E’, muni de 
Z, dans E, muni de Sa. 


En termes plus images, plus une structure (d'espèce D) sur E est fine, plus il y a de 
morphismes dont E est l’ensemble de départ, ct moins il y a de morphismes dont E est 
l’ensemble d’arrivée, 


La relation «S, est moins fine que S,» est une relation d’ordre entre S, et Sz 
dans l’ensemble des structures d’espèce X sur E: elle est en effet réflexive d’après 
(MO), transitive d’après (MO), et si une structure d’espèce X est à la fois 
plus fine et moins fine qu'une autre, elle lui est identique en vertu de (MO). 
Conformément aux définitions générales (III, p. 13), on dit que deux structures 
d'espèce X sur E sont comparables si l'une est plus fine que Pautre; on dit qu’une 
structure est strictement plus fine (resp. strictement moins fine) qu'une autre si elle est 
plus fine (resp. moins fine) que cette dernière et en est distincte. 


Exemples. —— 1) Pour qu’une structure d’ordre de graphe s sur un ensemble A soit 
plus fine qu’une structure d’ordre de graphe s’, il faut et il suffit que s € s’. Autrement 
dit, la relation x < y pour s entraîne x < y pour 5’; on retrouve la définition donnée 
dans III, p. 6, Exemple 3. 

2) Considérons deux structures algebriques F, F’ de même espèce S sur un en- 
semble À, F et F’ étant les graphes des lois de composition de ces deux structures. 
D'après la définition des morphismes dans ce cas (IV, p. 12, Exemple 2), dire que F est 
plus fine que F’ signifie que F € F’. Mais comme F et F’ sont des graphes fonctionnels 
avant tous deux le même ensemble de définition A x A, on a nécessairement F = F’. 
Autrement dit, deux structures comparables d’espece E sont nécessairement identiques. 

3) Soient V, V’ deux topologies sur un même ensemble A. Dire que V est plus 
fine que V’ signife, en vertu de la définition des morphismes (IV, p. 12, Exemple 3) 
que V’ € V; en d’autres termes, toute partie de À qui est un ensemble ouvert pour 
V’ est aussi un ensemble ouvert pour V (ou, de façon plus imagée, plus une topologie 
est fine, plus il y a d’ensembles ouverts). 


Remarque. — Nous venons de voir un exemple (Exemple 2) où deux structures com- 
parables de même espèce Ÿ sont nécessairement identiques. On rencontre de nom- 
breux exemples de telles structures: structures d’ordre total, *topologies d’espace 
compact, structures d’espace de Fréchet {les morphismes étant les applications 


E IV.I4 STRUCTURES $ 2 


linéaires continues), topologies définies par une valeur absolue (ou une valuation) 
sur un corps, etc.y 

Pour une telle espèce de structure X, un morphisme f de E dans E’ qui est une 
application bijective est un isomorphisme: car en transportant par f la structure Z de E, 
on obtient une structure d’espèce & plus fine que la structure 4” de E’, donc qui est 
nécessairement identique à cette dernière. 


3. Structures initiales 


Considérons une famille (A,),.r d’ensembles, dont chacun est muni d’une struc- 
ture S, d'espèce X. Soit d’autre part E un ensemble, et, pour chaque + € I, soit 
f. une application de E dans A,. On dit qu’une structure ./ d'espèce & sur E est 
structure initiale pour la famille (A, £, f).cı si elle possède la propriété suivante: 


(IN) Quels que soient l’ensemble E’, la structure £’ d'espèce Z sur E’ et 
Papplication g de E’ dans E, la relation 


«g est un morphisme de E’ dans E » 
est équivalente à la relation 


«quel que soit ı € I, f, o g est un morphisme de E’ dans A, ». 


CST9. S'il existe, sur E, une structure initiale pour la famille (A, £, fier elle est 
la moins fine des structures d'espèce Z sur E pour lesquelles chacune des applications f, est un 
morphisme, et par suite est unique. 

En effet, soit A une structure initiale sur E, et / une structure d’espèce È sur 
E, pour laquelle chacune des f, est un morphisme. Désignant par 1 l’application 
identique de E, muni de , sur E, muni de .#, on peut encore dire que f, o i est 
un morphisme pour tout ı € I; la condition (IN) montre que i est un morphisme, 
ce qui signifie (IV, p. 13) que / est plus fine que S. D’autre part, en appliquant 
(IN) au cas où g est l’application identique de E (muni de .£) sur lui-même, on 
voit (en vertu de (MO,,)) que chacune des f, est un morphisme de E dans A, 
ce qui prouve le critere. 

Il peut se faire qu’il existe une structure d’espèce & sur E qui soit la moins fine de 


toutes les structures d’espèce Z pour lesquelles les f, sont des morphismes, mais que 
cette structure ne soit pas la structure initiale pour (A, £, fi) (IV, p. 30, exerc. 6}. 


On a le critère de transitivité suivant: 


CST10. Soient E un ensemble, (A,),eı une famille d’ensembles, et pour chaque 1 ET, 
soit S une structure d’espece & sur A,. Soit (J,),., une partition de À, et soit (B;)1ex, une 
Jamille d'ensembles ayant L comme ensemble d’indices. Enfin, pour tout à € L, soit h, une 
application de E dans B}; pour tout x € L et tout ı € Ja, soit g,, une application de B, dans 
A,; on pose alors f, = 8, ° h, (fig. 1). On suppose que, pour tout AE L, il existe une 
structure initiale F; sur B,, pour la famille (Ap £, gxies,. Dans ces conditions, les 
propositions suivantes sont équivalentes : 

a) il existe une structure initiale J sur E pour la famille (A, F, filer 
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b) il existe une structure initiale I’ sur E pour la famille (B, I, hier 
En outre, ces propositions entraînent que I = S’. 

En effet, soit F un ensemble muni d’une structure d’espèce È, et soit u une 
application de F dans E. Remarquons que, par définition, la relation 


« h, o u est un morphisme de F dans B, » 
est équivalente à la relation 


« quel que soit ı € J}, go hou = f, ou est un morphisme de F dans A, ». 


Fig. 1 


La relation 

(1) «quel que soit XeL, hou est un morphisme de F dans B,» 
est donc équivalente à la relation 

(2) «quel que soit 1€ I, f, o u est un morphisme de F dans A, ». 

Or, dire que £’ est structure initiale pour la famille (B,, 4%, h,), er signifie 
que la relation (1) est équivalente à la relation 


«u est un morphisme de F dans E muni de S'»; 


et dire que X est structure initiale pour la famille (A, ,, f.).er signifie que la 
relation (2) est équivalente à la relation 


«u est un morphisme de F dans E muni de I»; 


d’où le critère, compte tenu de la propriété d’unicité de la structure initiale. 


4. Exemples de structures initiales 


I: Image réciproque d’une structure. — Lorsque I est un ensemble à un seul élément, 
la structure initiale pour le seul triplet (A, Z, f) est appelée (lorsqu'elle existe) 
image réciproque par f de la structure F. 


*Une topologie admet toujours une image réciproque par une application quel- 
conque f; mais il n’en est pas ainsi pour une structure d’ordre ou une structure 
algébrique. x 
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Il: Structure induite. — Soient A un ensemble muni d’une structure S d’espece 
X, B une partie de A, j l’injection canonique de B dans A. On appelle structure 
induite par S sur B l’image réciproque (si elle existe) de la structure / par 
l’injection J. 

Une structure d’ordre induit une structure de même espèce sur toute partie de 
l’ensemble où elle est définie; il n’en est pas de même d’une structure d’ensemble 
ordonne filtrant. *Une topologie induit une topologie sur toute partie de l’ensemble 
où elle est définie; mais une topologie d’espace compact n’induit pas en général une 
topologie d’espace compact. Sur une partie quelconque B d’un ensemble A muni 
d’une structure algébrique, cette structure n’induit pas en général une structure de 
même espèce; lorsque la structure donnée sur À comporte des lois de composition, il 


est nécessaire que B soit stable pour chacune de ces lois, mais cette condition n’est pas 
toujours suffisante (cf. A, I, § 4, n° 3).% 


Le critère général CST10 donne pour les structures induites le critère de 
transitivité : 

CSTI. Soient B une partie de A, C une partie de B, S une structure d’espèce & sur A, 
induisant sur B une structure S’ de même espèce. Pour que S induise sur C une structure 
d'espèce ©, il faut et il suffit que F’ induise sur C une structure d'espèce X, et les structures 
induites par F et S’ sur C sont alors identiques. 


CST12. Soient A, A’ deux ensembles munis de structures S, S” d'espèce X, B une 
partie de A,B’ une partie de A’. On suppose que F (resp. S’) induit une structure 
d'espèce Z sur B (resp. B’). Alors, si f est un morphisme de A dans A, tel que f(B) € B', 
l'application g de B dans B', qui coïncide avec f dans B, est un morphisme (pour les structures 
induites par Set F’). 

En effet, soit j (resp. 7’) l’injection canonique de B (resp. B’) dans A (resp. A’). 
Par définition, on a fo} = j’ o g; comme fet j sont des morphismes, il en est de 
même de fo j en vertu de (MO); mais alors, 7’ o g étant un morphisme, il en est 
de même de g, par définition de la structure induite. 


= III: Structure produit. — Soit (A.),., une famille d’ensembles, ct sur chaque 
ensemble A, soit Z, une structure d’espèce X; soit E = J | A, l’ensemble produit 


tel 


de la famille (A,) er (II, p. 32), et soit pr, la projection de E sur A, On appelle 
structure produit des structures S, la structure initiale (si elle existe) pour la famille 
(As Fo Prier. 


Une famille de structures d’ordre admet toujours une structure produit, mais non 
une famille de structures d’ordre total. *Une famille de structures de groupe admet 
toujours une structure produit, mais non une famille de structures de corps. Une 
famille de topologies admet toujours une structure produit, mais non une famille de 
topologies d’espace localement compact. Pour cette dernière espèce de structure, on 
notera qu’il y a une structure produit de même espèce sur tout produit d’une famille 
finie d'espaces localement compacts, mais pas toujours sur un produit d’une famille 
infinie de tels espaces (cf. TG, I, $ 9, n° 7, prop. 14). 


Le critère CST10 donne pour les structures produits le critère d’associativile: 
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CST13. Soit (A,),cı une famille d’ensembles, et pour chaque wel, soit S, une 
structure d’espece X sur A, Soit (Ja)aeu une partition de 1. On suppose que sur chaque 


produit partiel B, = RI A, la famille (P ).c s, admette une structure produit S;. Alors, 
pour que la famille CAE admette une structure produit S , il faut et il suffit que la famille 
(Si)xer, admette une structure produit F’, et l’application canonique de E = TI À, muni 
de P, sur F = [I B, muni de F’ (II, p. 35) est un isomorphisme. 


Une autre application de CST10 donne le critère suivant, relatif aux struc- 
tures induites par une structure produit: 

CST14. Soit (A)... une famille d’ensembles, et pour chaque wel, soit S, une 
structure d’espece X sur A,. Pour chaque ET, soit B, une partie de A,. On suppose que 


chaque S, induise sur B, une structure S; et que sur le produit E = II A, il existe une 
LE 


structure P produit de la famille (F). Dans ces conditions, les propositions suivantes sont 
équivalentes : 


a) sur l’ensemble B = pi B, < E dl existe une structure S induite par So; 
LE 


b) sur l’ensemble B, il existe une structure S’ produit de la famille de structures (F7). 

En outre, ces propositions entraînent que S = F’. 

En effet, soient j, l’injection canonique de B, dans A, 7 l'injection canonique 
de B dans E, p, la projection de E sur A, p, la projection de B sur B,; on a 
p.°J = j, ° p, pour tout el. D’après CST10, Z est la structure initiale pour la 
famille (A, F,,p,ojher et Z est la structure initiale pour la famille 
(A, Pl Per D'où le critère. 


Les notions d’image réciproque et de structure produit sont liées par le 
critère suivant: 


CST15. Soit (A,), er une famille d'ensembles, et pour chaque € 1, soient S , une structure 
d'espèce & sur A,, el f, une application d’un ensemble E dans A,. On suppose qu'il existe sur 


l’ensemble produit A = Il A, une structure produit S de la famille (F). Alors, pour qu’il 


existe une structure initiale pour la famille (A, S., Fer, U faut et il suffit qu'il existe une 
structure image réciproque de F par l'application x => f(x) = (f(x)) de E dans A, et ces 
deux structures sont identiques. 

Comme f, = pr, o f, ce critère est un cas particulier de CST10. 


Remarque. — Soit (,),., une famille de structures d’espèce £ sur un méme ensemble 
A; désignons par A, l’ensemble A muni de la structure #,;, et par Id, l'application 


identique de A dans A,. Soient B l’ensemble produit A: = Il A; À la diagonale de 


ce produit (II, p. 33), et A l'application diagonale de A sur A, A(x) étant donc 
lPélément (xi)1er tel que x, = x pour tout X€ L. Supposons qu’il existe sur B la 
structure produit J’ de la famille {#,); comme A est injective, le critère CSTI5 
montre que, pour qu’il existe une structure initiale pour la famille (Ap, Sas Id;}1e1, 
il faut et il suffit qu’il existe sur A une structure S” induite par S’; S” est alors 
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transportée de S par h. En particulier, lorsque toutes les structures S, sont identi- 
ques, h est un isomorphisme de A (muni de cette structure) sur A. 


On a aussi le critère suivant: 


CST16. Soient (A) cr, (B.).cı deux familles d'ensembles ayant même ensemble 
d'indices. Pour tout ve I, soient S, une structure d’espece Z sur A, S, une structure 


d'espèce © sur B,. Supposons qu’il existe sur A = II A, (resp. B= I B.) la structure 
LE LE 


produit F (resp. S’) de la famille (F) (resp. (F7). Enfin, pour tout Le, soit f, un 
morphisme de A, dans B,; alors, l'application f = (fi).ex est un morphisme de A dans B. 

En effet, soit p, (resp. q,) la projection de A sur A, (resp. de B sur B,); on a 
go f = fh. Comme f, et p, sont des morphismes (critère CST9), il en est de 


même de f, > p, d’après (MO), donc fest un morphisme en vertu de la condition 
(IN). 


Remarque. — Pour la plupart des structures usuelles, la condition énoncée dans 
CST16 est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour que f soit un mor- 
phisme (cf. IV, p. 30, exerc. 7). Il en est ainsi en particulier dans les circonstances 
suivantes (qui sont vérifiées, par exemple, lorsque E est l’espèce de structure d'ordre. 
*ou l'espèce de structure de groupe ou l’espèce de structure topologique, etc.; cf. 
IV, p. 30, exerc. 8): 

Il existe une famille (a,), 1 telle que a, € A, pour tout 1e I et telle que, si on pose 
rm) = (Yy), avec y = x, Yk = a, pour K Æ t, chacune des applications r, soit un 
morphisme de A, dans A. 

En effet, si f = (fi) est un morphisme de A dans B, on peut écrire f, = ae fer: 
pour tout : € I, et il suffit d'appliquer (MO). 

On notera que r, est un morphisme lorsque la condition suivante est vérifiée: 

a) Pour tout ensemble E muni d’une structure d’espèce X, l’application constante 
z+> a est un morphisme de E dans A.. En effet, pour tout ke I, fk or, est alors un 
morphisme de A, dans A,, puisque cette application est l'identité pour K = 1, et une 
application constante z+> a, pour K Æ t; par définition de la structure produit, r, esi 
donc un morphisme de A, dans A. 

Les exemples cités ci-dessus vérifient, non seulement a), mais aussi la condition: 


49 
b) sur chaque ensemble A) = A, x IT {ax}, la structure S induit une structure 
d'espèce È. va 
Soit pi la restriction de p, à A; lorsque les conditions a) et b) sont vérifiées, pi est 
un isomorphisme de A; sur A,. En effet, comme pi = p, > j, oùj, est l'injection canonique 


de A: dans A, pi est un morphisme en vertu de (MO). D’autre part, on ar, = j, > pi. 
-1 


donc p; est un morphisme de A, dans A! en vertu de la définition de la structure 
induite. 


On a enfin le critère suivant, qui caractérise les morphismes dans de nom- 
breux cas: 


CST17. Soient A et B deux ensembles, munis de structures S a, S p de même espèce X. 
On suppose qu’il existe sur A x B la structure S a xp, produit de F a et de S p. Soient f une 
application de A dans B, F son graphe, n application bijective x > (x, f(x)) de A sur F. 
Pour que f soit un morphisme de A dans B, il faut et il suffit qu’il existe sur F une structure 
d'espèce X induite par S a xp, et que lorsqu'on munit F de cette structure, x soit un isomor- 
phisme de A sur F. 
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La condition est suffisante; en effet, si j est l'injection canonique de F dans 
A x B, on peut écrire f = fra oje n, ct f est alors par hypothèse le composé de 
trois morphismes. 

Montrons que la condition est nécessaire; désignons par 4, la structure 
d'espèce ÈX transportée de A par la bijection x (IV, p. 7); tout revient à 
prouver que Sp est induite sur F par S 8. Pour cela, remarquons d’abord que 
j est un morphisme de F dans A x B: il suffit en effet, par définition de la struc- 
turc Sp, de prouver que j o x est un morphisme de A dans A x B; maisj o x n'est 
autre que l’application x +> (x, f(x)) de À dans À x B, qui est un morphisme 
en vertu de l’hypothèse sur f et de la définition de la structure produit. Reste à 
montrer que si E est un ensemble muni d’une structure d'espèce X, g une applica- 
tion de E dans F telle que 7 © g soit un morphisme de E dans A x B, alors g est un 
morphisme, ou, ce qui revient au même, que g, = r”! og est un morphisme de 
E dans A; mais comme g, = pr; o (J o g), cela résulte de l'hypothèse et de la défini- 
tion de la structure produit. 


5. Structures finales 


Considérons une famille (A,),er d’ensembles, dont chacun est muni d’une struc- 
ture  d’espèce X. Soit d’autre part E un ensemble, et, pour chaque + e I, soit 
g. une application de A, dans E. On dit qu’une structure F d’espece È sur E est 
structure finale pour la famille (A, £, &).er si elle possède la propriété suivante: 

(FI) Quels que soient l’ensemble E’, la structure S’ d’espèce X sur E’, ct 
l'application f de E dans E’, la relation 


« fest un morphisme de E dans E’ » 
est équivalente à la relation 
«quel que soit ET, fo g, est un morphisme de A, dans E’ ». 


CSTI8. Cil existe sur E une structure finale pour la famille (A, L, gen elle est 
la plus fine des structures d’espece X sur E pour lesquelles chacune des applications g, est un 
morphisme, et par suite est unique. 

En cffet, soient F une structure finale sur E, et Z une structure d'espèce X 
sur E, pour laquelle chacune des g, soit un morphisme. Designant par í l’applica- 
tion identique de E, muni de F, sur E, muni de S, on peut encore dire que 
io g, est un morphisme pour tout rel; la condition (FI) montre que 2 est un 
morphisme, ce qui signifie (IV, p. 13) que / est moins fine que F. D’autre part, 
en appliquant (FI) au cas où fest l’application identique de E (muni de #) sur 
lui-même, on voit (en vertu de (MO;;;)) que chacune des g, est un morphisme de 
A, dans E, ce qui prouve le critère. 

Il peut se faire qu’il existe une structure d’espece & sur E qui soit la plus fine de 


toutes les structures d’espece È pour lesquelles les g, sont des morphismes, mais que 
cette structure ne soit pas structure finale pour (A, A, g,) (IV, p. 30, exerc. 6). 
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On a le critère de transitivité suivant: 


CST19. Soient E un ensemble, (A), er une famille d'ensembles, et pour chaque e I, 
soit F une structure d'espèce & sur À,. Soit (J,)2er, une partition de I, et soit (Bi); er, une 
Jamille d'ensembles ayant L comme ensemble d'indices. Enfin, pour tout x € L, soit h, une 
application de B, dans E; pour tout x € L et tout r € J,, soit g,, une application de A, dans 
B,; on pose alors fi = h, ° g (fig. 2). On suppose que, pour tout >e L, il existe une 
structure finale S sur B,, pour la famille (A, £, gs.es,. Dans ces conditions, les 
propositions suivantes sont équivalentes : 

a) il existe une structure finale F sur E pour la famille (A, SF, fe; 

b) il existe une structure finale F’ sur E pour la famille (B,, Sis Mren 
En outre, ces propositions entraînent que F = F’. 


Fig. 2 
En effet, soit F un ensemble muni d’une structure d’espece X, et soit u ur: 
application de E dans F. Par définition, la relation 
«u o h, est un morphisme de B, dans F » 
est équivalente à la relation 
« quel que soit ı € J}, u ° h, og, = u o f, est un morphisme de A, dans F ». 
La relation 
(3) «quel que soit à € L, wo h, est un morphisme de B, dans F » 
est donc équivalente à la relation 
(4) « quel que soit ı € I, u o f, est un morphisme de A, dans F ». 


Or, dire que F” est structure finale pour la famille (B,, Si, A);e1 signifie que la 
relation (3) est équivalente à la relation 


«u est un morphisme de E (muni de 7°) dans F » 
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et dire que F est structure finale pour la famille (A, Z, f) .ı signifie que la 
relation (4) est équivalente à la relation 


«u est un morphisme de E (muni de F) dans F >»; 


d’où le critère, compte tenu de la propriété d’unicité de la structure finale. 


6. Exemples de structures finales 


I: Image directe d’une structure. — Lorsque I est un ensemble à un seul élément, 
la structure finale pour le seul triplet (A, S, f) est appelée (lorsqu’elle existe) 
image directe par f de la structure S. 


IL: Structure quotient. — Soient A un ensemble muni d’une structure S 
d'espèce X, R une relation d'équivalence dans A, et soit + l’application canonique 
de A sur l’ensemble quotient E = A/R (II, p. 41). On appelle structure quotient 
de Z par la relation R l’image directe (si elle existe) de la structure S par 
l'application +. 

* En général, une structure d’ordre ou une structure algébrique n’admettent pas 
de structure quotient pour une relation d’équivalence quelconque (cf. III, p. 69, 
exerc. 2). Par contre une topologie admet toujours une structure quotient pour une 
relation d'équivalence arbitraire, mais il n’en est pas de même d’une structure d’es- 
pace topologique séparé. 
Soient A, B deux ensembles munis respectivement de structures S, 7’ d'espèce 
Y, et soit f un morphisme de A dans B. Soient R la relation d'équivalence 
f(x) = f(y), ọ application canonique de À sur A/R, et j l’injection canonique 
de f(A) dans B. Supposons que S admette une structure quotient 4, par R, et 
que ” induise une structure Sg sur f(A). Alors, dans la décomposition canonique 
f =j° ge odef (II, p. 44), la bijection g de A/R sur f(A), associée à f, est un 
morphisme (mais non nécessairement un isomorphisme), lorsqu’on munit A/R de 
So et F(A) de Sg. En effet, j o g est un morphisme de A/R dans B, par définition 
de la structure quotient, et g un morphisme de A/R sur: f{A), par définition de la 
structure induite. 


CST20. Soient A, A’ deux ensembles munis de structures S, S” d'espèce 2, R une 
relation d’équivalence dans À, R’ une relation d'équivalence dans A’. On suppose qu’il existe 
une structure quotient S o de F par R, et une structure quotient So de F” par R’. Alors, si 
fest un morphisme de A dans A’, compatible avec les relations R et R’ (II, p. 44), et:g 
l'application obtenue par passage aux quotients, g est un morphisme de AJR dans A'JR'. 

En effet, si ọ est l’application canonique de A sur A/R, +’ Papplication 
canonique de A’ sur A'/R', on a go ọ = g'o f; comme 9’ et f sont des mor- 
phismes, il en est de même de 9’ o fen vertu de (MO); mais alors, g o ọ étant 
un morphisme, il en est de même de g, par définition de la structure quotient. 


Le critère de transitivité CST19 donne en particulier le critère suivant: 
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CST21. Soient A un ensemble muni d’une structure S d'espèce D, R une relation 
d'équivalence dans A, telle qu’il existe sur AJR une structure quotient S’ de F par R. Soit 
S une relation d'équivalence dans A, moins fine que R, et soit SIR la relation d'équivalence 
dans AJR, quotient de S par R (II, p. 46). Pour qu'il existe sur (A/R)/(S/R) une 
structure quotient F” de F’ par SIR, il faut et il suffit qu’il existe sur AJS une structure 
quotient Fo de F par S, et l'application canonique de AJS (muni de Fo) sur (AJR)(S/R 
(muni de S”) est alors un isomorphisme. 

En effet, soient ọ l’application canonique de A sur A/R, © celle de A/R sur 
(A/R)/(S/R). En vertu de CST19, dire que S” est structure quotient de S’ par 
S/R équivaut à dire que J” est structure finale pour le triplet (A, F, Y o p). Le 
critère résulte alors de ce que la relation Y{p(x)) = d(p(y)) est équivalente à S. 

Remarque. — Soient A un ensemble muni d’une structure S d'espèce Z, R une rela- 
tion d'équivalence dans A telle qu’il existe sur E = A/R une structure quotient S’ 
de F par R. Soit # l’application canonique de A sur E; en général, il n’existe pas de 
section s associée à @ (II, p. 18) qui soit un morphisme de E dans A. Supposons qu’une 
telle section s existe, et en outre qu’il existe une structure S” induite par F sur s(E : 
alors, en désignant par j l'injection canonique de s(E) dans A, et en posant s = je j. 
Papplication bijective f est un isomorphisme de E sur s(E). En effet, f est un mor- 
phisme par définition de la structure induite, et g = ® o j est un morphisme de s(E 


sur E en raison de (MOx); comme go f est l’application identique de E et f° g 
l'application identique de s(E), la conclusion résulte du critère CST8. 


$3. APPLICATIONS UNIVERSELLES 


1. Ensembles et applications universels 


Soit 7 une théorie plus forte que la théorie des ensembles, et soit E un terme de 7. 
Soit È une espèce de structure dans 7 (que nous supposons toujours, pour simpli- 
fier, définie sur un seul ensemble de base (principal)); pour abréger, nous dirons 
«Z-ensemble » pour «ensemble muni d’une structure d’espèce & ». Nous suppo- 
sons en outre qu’on ait défini, pour l'espèce %, une notion de o-morphisme (IV. 
p. 11) (comme au § 2, nous dirons « morphisme » au lieu de « o-morphisme  . 
Enfin, l’espèce X étant définie sur l’ensemble de base x, et ayant s comme structure 
générique (IV, p. 4), supposons défini, dans Jz, un terme afx, si vérifiant les 
conditions suivantes: 


(QM5) La relation aix, $ € F(E; x) est vraie dans Fy. 

(OM,„,) Si, dans une théorie I" plus forte que F , F, F’ sont deux ensembles munis c: 
structures S, F” d'espèce Z, et si f est un morphisme de F dans F’, alors la relati”. 
PE afF, S$ entraîne fo p E dE”, F'É 

Nous exprimerons la relation @ € «x, s en disant que est une «-application =: 
E dans x (muni de s). 

Ceci posé, on dit qu’un Z-ensemble Fy et une «-application ọg de E dans F- 
sont universels si la condition suivante est remplie: 
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(AU) Pour toute «-application » de E dans un D-ensemble F, il existe un morphisme 
et un seul f de Fp dans F tel que © = fo ox. 


On dit encore dans ce cas que le couple (F;, 95) est solution du problème 
d’application universelle pour E (relativement à la donnée de È, o et a). 

Soient (Fr, pP) et (F5, ọm) deux solutions du problème d’application uni- 
verselle pour E. La condition (AU) montre qu’il existe alors un morphisme unique 
fı de F„ dans F; et un morphisme unique fz de Fg dans F; tels que 95 = fi ° Pu 
et où = fa° 9p On a donc 

pe =Jaofiope et pe = fio fac 
Par application de (AU) au cas où F = F et ọ = ox, il en résulte que fa o fi est 
l'application identique de Fg; de même f, > f, est l’application identique de F5. 
Par suite (IV, p. 12, critère CSTB), fı est un isomorphisme de Fh sur Fh, et fọ en 
est l’isomorphisme réciproque. On exprime encore ce résultat en disant qu’une 
solution du problème d’application universelle pour E est unique à un isomorphisme 
unique pres. 


Pour vérifier qu’un couple (Fy, 95) est solution du probleme d’application 
universelle pour E, il est souvent commode de vérifier les deux conditions 
suivantes: 

(AU) Pour tout Z-ensemble F et toute «-application + de E dans F, il existe un 
morphisme f de Fy dans F tel que 9 = fo qu. 

(AU) Pour tout Z-ensemble F, deux morphismes de Fy dans F qui coincident dans 
Pn(E) sont égaux. 

En effet, si ces deux conditions sont réalisées, le morphisme f dont l’existence 
est assurée par (AU) est unique d’après (AUi). Reciproquement, il est clair que 
(AU) entraîne (AU); de plus, si fet f’ sont deux morphismes de Fg dans F qui 
coincident dans &(E), on a fo 95 = f' ° 9p, d’où f = f’ en appliquant (AU) 
à la «-application fo x. 


2. Existence d’applications universelles 


Un problème d’application universelle n’a pas nécessairement de solution 
(IV, p. 31, exerc. 1). Nous allons toutefois montrer que les conditions suivantes 
entraînement l’existence d’une solution: 

(CU,) Sur tout produit d’une famille de Z-ensembles, il existe une structure produit 
d'espèce L (IV, p. 16). 

(CUr) Soit (F,), er une famille de Z-ensembles, et pour tout ı € 1, soit ọ, une x-applica- 
tion de E dans F,. Alors l'application (o.).<1 de E dans Il F, (muni de la structure 
produit) est une a- ahphcato: 

Nous dirons qu’une partie G d’un Sanak F est Z-permise si la structure de 
F induit une structure d’espèce & sur G (IV, p. 16). 

(CU) Z existe un cardinal a possédant les propriétés suivantes: pour tout Z-ensemble 
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F et toute «-application ọ de E dans F, il existe une partie Z-permise G de F contenant 
œ(E), de cardinal < a, telle que l'application de E dans G qui a même graphe que © soit 
une «-application, et que deux morphismes de G dans un X-ensemble, qui coïncident dans 
o(E), soient égaux. 


CST22. Si les conditions (CU,) à (CUr) sont vérifiées, le problème d'application 
universelle pour E admet une solution. 

Montrons d’abord que s’il existe un couple (F,, #5) vérifiant (AU), il existe 
aussi une solution du problème d’application universelle pour E. En effet, il 
existe, d’après (CU;u), une partie Ÿ-permise Fi de Fp contenant 9,(E), telle que 
Papplication +, de E dans Fp, qui a même graphe que 75, soit une «-application, 
et que deux morphismes de F dans un &-ensemble, qui coincident dans œ(E , 
soient égaux. Soit j injection canonique de Fi dans Fp, de sorte que oy =J ° 55: 
pour tout morphisme f de F, dans un Ü-ensemble F, fo j est un morphisme de F; 
dans F, et l’on a fon = (fo) ox. Il est clair alors que (F5, p5) vérifient 
(AUD) et (AU). ` 

Reste donc à prouver l'existence d’un couple (Fp, 9p) vérifiant (AU;). Soit 
s € S(x) la caractérisation typique de l’espèce de structure X, et considérons la 
partie L de l’ensemble produit 


Ba) x S(a) x P(E x a) 


formée des triplets À = (X, V, P) ayant la propriété suivante: 
« V est une structure d’espece È sur X < a, et P est le graphe d’une «-application 
de E dans X (pour la structure V) » 
(on notera que l’on a S(X) € S(a), comme on le voit aisément en raisonnant de 
proche en proche sur la longueur du schéma de construction d’échelon S). Pour 
tout à = (X, V, P) e L, nous noterons X, l’ensemble X muni de la structure V, 
et 9, l'application de E dans X,, de graphe P. 

Soit alors Fp le £-ensemble produit des X, (qui existe d’après (CU;)), et soit 
Yp l'application x > (9,(x)) de E dans Fp, qui est une &-application en vertu de 
(CU). Montrons que (F5, 95) vérifie (AU;). En effet, étant donnée une «-appli- 
cation p de E dans un Z-ensemble F, soit G une partie de F vérifiant les condition: 
énoncées dans (CUr); soient 7 l'injection canonique de G dans F, et Ÿ l’applica- 
tion de E dans G qui a même graphe de p, de sorte que 9 = jo u. Il résulte de 
(CU) que 4 est une «-application de E dans G. Comme Card(G) < a, ilv « 
une partie G’ de a équipotente à G. Soit g une bijection de G sur G’; si on trans- 
porte par g la structure d’espèce È de G, il existe par définition un à € L tel qu: 
G’ (muni de cette structure transportée) soit égal à X, et que go y = 9,. Alors 
f=J eg" pr, est un morphisme de F, dans F tel que ọ = fo 95, ce qui achèv- 
la démonstration. 


CST23. Soit (Fr, or) une solution du problème d’application universelle pour E. Pc: 
que on soit une injection de E dans Fp, il faut et il suffit que, pour tout couple d’élémer:: 
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distincts x,y de E, il existe une «-applicalion o de E dans un Y-ensemble F, telle que 


olx) À (y). 
Comme 9, est une &-application, le critère résulte aussitôt des définitions. 


On dit encore dans ce cas que les x-applications séparent les éléments de E. On 
ne fait alors d’ordinaire aucune distinction, dans le langage, entre les éléments de 
E et leurs images par oy; avec cette convention, si (Fg, 9g) est une solution du 
probleme d’application universelle, toute «-application de E dans un Z-ensemble 
F se prolonge en un morphisme de Fẹ dans F et un seul. 


3. Exemples d’applications universelles 


* Les exemples qui suivent seront, pour la plupart, traités en detail dans la suite 
de cet ouvrage. 

I. Structures algébriques libres. — Soient E un ensemble, X une espèce de 
structure algébrique définie par une ou plusicurs lois de composition; nous 
prendrons comme morphismes les homomorphismes {pour toutes les lois en- 
visagées), et les -applications seront les applications quelconques de E dans un 
\-ensemble (autrement dit, «ix, $ = F(E; x)). Toutes les espèces de structure 
algébrique usuelles vérifient (CUr); à l'exception de la structure de corps, elles 
vérifient aussi (CU), et (CU) est ici une conséquence triviale de (CU). 

Comme en général il existe des structures d'espèce X définies sur des ensembles 
ayant au moins deux éléments, les x-applications séparent les éléments de E, et on 
considère donc E comme plongé dans Fẹ. On dit que Fy est le Z-ensemble libre 
engendré par E; c’est ainsi qu’on parle en Algèbre de monoide libre (A, I, $ 7, n° 2), 
de groupe libre (A, I, $ 7, n° 5), de module libre (A, IL, $ 1, n° 11), d’algebre libre 
(A, HI, § 2, n? 7). 

II. Anneaux et corps de fractions. — Soient E un anncau commutatif, et S une 
partie multiplicative de E, ne contenant pas 0. Nous prendrons pour X l’espece 
de structure d’anneau commutatif, et pour morphismes les homomorphismes 
pour la structure d’anneau). Les «-applications seront les homomorphismes & de 
E dans un anneau commutatif A tels que &{S) ne contienne que des éléments 
inversibles dans A. On vérifie immédiatement les conditions (QM), (CU,) à 
CU) (avec a = Card(E)Card(N)); le problème d’application universelle a 
donc toujours une solution (Fp, pK), mais en général », n’est pas injective. Le cas 
le plus fréquent est celui où E est un anneau intègre; en ce cas, Qp est injective. Si 
en outre on prend alors S = E — {0}, Fp est un corps comunutatif, appelé corps 
des fractions de E (A, I, $ 9, n° 2); voir (AC, II, § 2). 

III. Produit tensoriel de deux modules. — Soit E le produit A x B de deux 
modules sur un anneau commutatif C. Prenons pour È l’espèce de structure de 
C-module, pour morphismes les applications linéaires, pour «-applications les 
applications bilinéaires de A x B dans un C-module. La condition (QM,,} est 
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évidemment vérifiée, ainsi que les conditions, (CU;) à (CU) (avec a = 
Card(E)Card(C)Card(N)). Le C-module universel Fẹ correspondant au 
couple (A, B) est appelé le produit tensoriel de A par B et noté A Q B; l’application 
universelle op est notée (x, y) >x @ y; elle est bilinéaire, mais n’est pas injective 
en général (cf. A, II, $ 3, n° 5). 

IV. Extension de l'anneau d'opérateurs d’un module. — Soient A un anneau 
commutatif, B un sous-anneau de A, E un B-module. L'espèce X est l’espèce de 
structure de A-module, les morphismes sont les applications A-lineaires, et les 
«-applications sont les applications B-lnéaires de E dans un A-module. On dit que 
le A-module universel Fy correspondant au B-module E est obtenu par extension à 
A de Panneau d’opérateurs Bde E (A, II, $ 5, n° 1). 

V. Complétion d’un espace uniforme. — Soit E un espace uniforme; prenons pour 
X l'espèce de structure d’espace uniforme séparé et complet, pour morphismes les 
applications uniformément continues, pour «-applications les applications uni- 
formément continues de E dans un espace uniforme séparé et complet. Les parties 
X-permises d’un espace uniforme séparé et complet sont ici les parties fermées pour 
la topologie de l’espace, et les conditions (QM,,) et (CU;) à (CU) sont vérifiées 
en prenant a = 22°“ ®, L'espace uniforme séparé et complet Fy n’est autre (à un 
isomorphisme près) que le séparé complété de l’espace uniforme E (TG, II, $ 3, n° 7). 

VI. Compactification de Stone-Cech. — Soit E un espace complètement régulier; 
£ est l’espèce de structure d’espace compact, les morphismes étant les applications 
continues (d’un espace compact dans un espace compact), les «-applications les 
applications continues de E dans un espace compact. Les parties £-permises sont 
encore ici les ensembles fermés, et on vérifie aisément les conditions (QMyn), 
(OU) à (CUr) (avec le même cardinal que dans l Exemple V). L’espace compact 
Fp est (à un isomorphisme près) le «compactifié de Stone-Cech » obtenu en 
complétant E pour la structure uniforme la moins fine rendant uniformément 
continues les applications continues de E dans (0,1) (TG, IX, § 1, n° 6): 
Papplication 9, est injective, car deux points distincts de E peuvent être séparés 
par une application continue de E dans (0, 1). 

VII. Groupes topologiques libres. — Soient E un espace completement regulier, 
2 l’espèce de structure de groupe topologique séparé, les morphismes étant les 
homomorphismes continus; enfin, prenons comme «a-applications les applications 
continues de E dans un groupe topologique séparé. On vérifie aisément les 
conditions (QM), (CU) à (CUm) avec a = Card(E)Card(N). Le groupe 
topologique séparé F, solution du problème d’application universelle pour E est 
appelé le groupe topologique libre engendré par l’espace E, comme deux points distincts 
de E peuvent être séparés par une application continue de E dans le groupe 
topologique séparé R, l’application p, est injective; on peut montrer que 4 est 
un homéomorphisme de E sur le sous-espace (E) de Fẹ! Au lieu de prendre 


1 Voir P. SAMUEL, On universal mappings and free topological groups, Bull. Amer. Math. Soc.. 
t. LIV (1948), p. 591-598. 
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pour È l'espèce de structure de groupe topologique séparé, on pourrait aussi 
prendre des espèces de structures telles que celles de groupe commutatif topo- 
logique séparé, de groupe compact, d’anneau topologique séparé, d’espace 
vectoriel topologique séparé (sur un corps topologique considéré comme en- 
semble de base auxiliaire), etc. 

VIII. Fonctions presque périodiques sur un groupe topologique. — Soit E un groupe 
topologique; prenons pour & l’espèce de structure de groupe compact, les mor- 
phismes étant les homomorphismes continus, les «-applications étant les homo- 
morphismes continus de E dans un groupe compact. Les conditions (OM,,), 
(CU,) à (CU;n) sont vérifiées avec a = 22°™®, On dit que le groupe compact 
F,, solution du problème d’application universelle pour E, est le groupe compact 
associé à E; l’application 4 n’est pas nécessairement injective. Toute fonction 
numérique continue dans E de la forme g © g, où g est une fonction numérique 
continue dans Fp, est appelée fonction presque périodique dans E. 

IX. Variété d’Albanese. — Soient E une variété algébrique, ©} l’espece de 
structure de variété abélienne sur le même corps de base que E (variété algébrique 
complète, munie d’une loi de groupe algébrique, nécessairement commutative) ; 
les morphismes sont les applications rationnelles d’une variété abélienne dans une 
autre (qui sont nécessairement composées d’un homomorphisme et d’une trans- 
lation) ; les «-applications sont les applications rationnelles de E dans une variété 
abélienne. La condition (CU;) n’est pas vérifiée, mais le problème d’application 
universelle admet une solution Fp, dite variété d’ Albanese de E; en général, Pappli- 
cation rationnelle 9, correspondante n’est pas injective. y 


Exercices 


si 


1) Soit S l’ensemble des signes P, X, x1,..., Xp, les lettres x; étant de poids 0, P de poids 
X de poids 2. Soit T un mot équilibré de Lo(S) (I, p. 42); on dira qu’un tel mot est un ~ 
d’echelon sur x1,..., Xne 

Soient maintenant E,,..., Ep n termes d’une theorie plus forte que la théorie des ~ 
sembles. Pour tout type d’échelon T sur x1,...,x,, on définit un terme T(E,,..., En c 
façon suivante: 

1° si T est une lettre x, L'(E1,..., En) est l’ensemble E;; 

2° si T est de la forme PU, T(E,,..., En) est l’ensemble R(U(E,,...,E,)); 

3° Si T est de la forme XUV, T{E,,..., En) est l’ensemble 


Css En) x ME, En) 


Montrer que, pour tout type d'échelon T sur x1,..., Am» T(E1,..., En) est un échelon sur : 
termes E,,..., En, ct réciproquement (raisonner par récurrence sur la longueur du t 
d’échelon ou du schéma de construction d'échelon) ; on dit que T(E:,..., Ep) est la réalise 
du type d'échelon T sur les termes Ey,..., Ep De façon plus précise, tout échelon sur n lewt 
distinctes peut s'écrire d’une manière et d’une seule sous la forme T(x1,...,x,), où T est un v 
d’échelon. 

Montrer de même comment on peut associer à un type d’échelon T sur n lettres. e 
applications fi, ..., Jn une extension canonique de ces applications. En déduire que si c> 
schémas de construction d’échelonS, S’ sur n ne sont tels que $ Stan ess) SAX 
(Xis ->+ x, lettres distinctes), on a (fu... oS = fis- o fa 


v 


§2 
1) Soit S Pensemble des signes P, P7, X, X~, x1, ..., x, les lettres x; étant de poids 0, P e: © 
de poids 1, X et X~ de poids 2. Pour tout mot AdeLo(S) (I, p. 42) on définit la variance de A 
la façon suivante: chacune des lettres x, ainsi que les signes P, X ont pour variance 0, les sig“ 
P-, X- ont pour variance 1; la variance de A est la somme *(dans le corps F, „ 
variances des signes qui y figurent (autrement dit, elle est 0 s’il y a un nombre pair de 
signes ayant la variance 1, et 1 dans le cas contraire). 

On appelle type d'échelon signé un mot équilibré A de Lo(S) (I, p. 42) qui vérihie uns 
conditions suivantes: 
1° A est une des lettres x;; 
2° Si A est de la forme fA,Aa2...A, (I, p. 45, cor. 2), où fest l’un des signes P, P-, X. X 
p est égal à 1 ou 2 et les A; (1 < à < f) sont des mots équilibrés, alors chacun des A; es: : 
type d’échelon signé; en outre, si f = X, A, et A, ont pour variance 0, et si f = X~. A^. 
Az ont pour variance 1. 

Un type d’échelon signé est dit covariant s’il est de variance 0, contravariant s'il es: 
variance 1. Si, dans un type d’échelon signé A, on remplace P- et X" par Pet X respec: 
ment, on obtient un type d’échelon A* (IV, $ 1, exerc. 1); toute réalisation de 
d’échelon A* sur n termes E;,..., En est dite réalisation du type d'échelon signé A sur E:,....: 
et notée A(E,,..., E,). 2 

Soient Ey,..., En Ei, ..., ER des ensembles, / une Eure de E, dans 
(l<i<n). Montrer qu’à chaque type d’échelon signé S sur x... ., Xp, ON peut ass 
une application { f,..., f,}S ayant les propriétés suivantes: 
1° Si S est covariant (resp. contravariant), { f,,..., m} est une application deS(E,.....! 


dans S(E},..., En) (resp. de S(Eï,..., E,) dans S(E,,..., E,))- 
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2° Si S est une lettre x, { f1,..., JS est ji. 

3° Si S est PT (resp. POT), et si g = {/f1,..., a} est une application de F dans F’, 
{fis -s Jm est l’extension de g aux ensembles de parties (resp. l'extension réciproque de g 
aux ensembles de parties). 

49 Si S est XTU ou X-TU, si {/1,..., f,}T est une application g de F dans F’ et 
{f1,..., fa une application A de G dans G’, { fi, . . -, In}? est l'extension g x h, application 
de F x G dans F x G’. 

L'application { fi, - - -, f,}$ est appelée l'extension canonique signée de fi, . - -, fn, correspon- 
dant au type d’échelon signé S. Lorsque S est un type d’échelon (autrement dit, lorsque P~ 
et X- ne figurent pas dans S), l'extension canonique signée {f,,..., f,}$ est égale à 
Ji CRE ne 

Montrer que, si f est une application de E, dans E}, ff une application de E; dans Ef 
(1 < i< n), on a, pour un type d’échelon signé covariant S 


{fo fase. Sn 2 atè = lhe oda on: m}? 


et, pour un type d'échelon signé contravariant S 


{e fis . adara = Kiss, elle: `. fahre 


En déduire que si f; est une bijection de E; sur Ej, fi la bijection réciproque (1 < ¿į < n), 
fi: > m}? est une bijection et { /7,..., fn} la bijection réciproque. En outre, si S* est le 
type d’échelon (non signé) correspondant au type d’échelon signé S, { fi, ..., Ja} est égale à 


fir Jo" ou à € fi,..., aS" suivant que S est covariant ou contravariant. 


2) Soit S un type d’échelon signé sur n + m lettres (exerc. 1). Soit & une espèce de structure 
ayant X1,...,X, pour ensembles de base principaux, Ay,.... Am pour ensembles de base 
auxiliaires, ct dont la caractérisation typique est de la forme se B(S(x1,...,% As, ..., An)). 
Montrer qu’on peut définir une notion de s-morphisme pour cette espèce de structure, de la 
façon suivante: étant donnés n ensembles E,,..., En munis d’une structure U d’espèce X, n 
ensembles Ef,..., En munis d’une structure U’ d’espèce %, et une application f de E; dans 
E; pour I < i < n, on dit que (f1,..., Ja) est un o-morphisme si les applications f, vérifient 
les conditions suivantes: 

1° si S est un type d’échelon covariant 


{Ja a fe si Id,, Tara Id„}°<U) = U’; 


2° si S est un type d’échelon contravariant 
fo- fa Idr- -e r: 56). 2 025 U. 


Montrer qu’en choisissant convenablement les variances, on peut retrouver de cette manière 
la définition des morphismes pour les structures d’ordre, les structures algébriques et les 
structures topologiques. 


3) Soient À, B, C trois ensembles munis de structures de même espèce X, f un morphisme 
surjectif de A dans B, g une morphisme de B dans C. Montrer que si g o f est un isomorphisme 
de A sur C, get f sont des isomorphismes. 


4) Soient A, B, C, D quatre ensembles munis de structures de même espèce £, f un mor- 
phisme de A dans B, g un morphisme de B dans G, A un morphisme de C dans D. Montrer 
que si gof ct ho g sont des isomorphismes, f, g ct h sont des isomorphismes (cf. H, p. 50, 
exerc. 9). 


5) Soient A, B deux ensembles munis de structures S, S’ de même espèce Z. Soient f un 
morphisme de A dans B, g un morphisme de B dans A. Soit M (resp. N) l’ensemble des 
xe À (resp. y € B) tels que g(f(x)) = x (resp. f(g(y)) = y). On suppose que È (resp. S’) 
induise sur M (resp. N) une structure d’espèce ©. Montrer que M et N, munis de ces struc- 
tures, sont isomorphes. 
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6) *Soit E l'espèce de structure ayant un ensemble de base principal A et un ensemble 
auxiliaire k, dont la structure générique (F, H) a pour caractérisation typique 
FeS((A x A) x A) x P((A x A) x A) x P((k x A) x A) et HEB(A) 

et dont l’axiome est le suivant (que l’on pourra écrire de façon plus explicite): « F est une 
structure de k-algèbre commutative, ayant un élément unité, et H est un idéal irréductible 
de l’algèbre A » (on rappelle qu’un idéal irréductible d’une k-algebre A est un idéal a tel 
que, pour tout couple d’idéaux b, ce de A vérifiant b Nc = a, on ait b = a ou ¢ = a) (A, If, 
§ 2, exerc. 16). Si A, A’ sont deux ensembles munis respectivement de structures (F, H), 
(F’, H’) d’espèce X, on définit les s-morphismes de A dans A’ comme les homomorphismes 
de k-algebres f, transformant lélément unité en élément unité et tels que f(H) € H’. 
Donner un exemple de famille (/,) de structures d'espèce È sur un ensemble A, telle qu'il 
existe une borne supérieure de cette famille de structures (dans l’ensemble ordonné de 
structures d’espèce È sur A), mais que cette borne supérieure ne soit pas structure initiale 
pour la famille (A,, Sa, Id,), où A, est l’ensemble A muni de la structure S, et Id, l’appli- 
cation identique de A dans A,. (Considérer un anneau de polynômes A = A[T]. Les idéaux 
irréductibles de A sont alors les puissances des idéaux maximaux (AC, VII, $ 2, exerc. 6). Si 
F est la structure de k-algèbre de A, considérer les deux structures d'espèce E, (F, p,) et 
(F, P2), où Pi, Po sont des idéaux maximaux distincts de A; montrer que la borne supérieure 
de ces deux structures est (F, (0)), mais que ce n’est pas la structure initiale pour la famille 
considérée; pour le voir, on considérera la sous-k-algèbre B = k + (pı N Pa) de A, dans 
laquelle p, N po est un idéal maximal, et l’injection B — A). En déduire de même un e- 
xemple d'espèce de structure X’, de famille (4;) de structures d’espèce X’ sur un ensemble A’. 
telle qu'il existe une borne inférieure de cette famille de structures, mais que cette borne 
inférieure ne soit pas structure finale. (Considérer sur le dual de A (en tant qu’espace 
vectoriel) la structure de k-cogebre linéairement compacte déduite de la structure de 4- 
algèbre de A par transposition (A, III, $ 11, n° 1) et définir aussi par transposition l'espèce de 
structure X’). x 


7) *Soit E l’espèce de structure ayant un ensemble de base principal A, avec R pour en- 
semble auxiliaire, dont la structure générique comporte deux lettres V, ọ, avec la caractéri- 
sation typique 
VE (P{(A)) et pe P(R x A) 

et dont les axiomes sont les suivants: 1° l’axiome R{Vi de l’espöce de structure topologique 
(IV, p. 5, Exemple 3); 2° la relation: 
«il existe a > 0 tel que ọ soit le graphe fonctionnel d’une application injective continue 
(pour la topologie V) de l'intervalle (0, a} dans A ». 

Si A, A’ sont deux ensembles munis respectivement de structures (V, æ), (V’, ©’) d'espèce 
£, on définit les o-morphismes de A dans A’ comme les applications f continues (pour V, V” 
dont le graphe F est tel que Fo 9 € 9°’. Montrer que cette notion de o-morphisme peut être 
définie par le procédé de l’exerc. 2 (IV, p. 29)et qu’il existe une structure produit sur le produit 
de deux ensembles A,, À, munis de structures quelconques d’espece X. Mais donner un exemple 
où l’image directe par la première projection pr, de la structure produit sur A, x A, n’est pas 
la structure donnée initialement sur A, (prendre pour À, un espace homéomorphe à R)., 


8) Soit E l'espèce de structure ayant un seul ensemble de base (principal) A, dont la struc- 
ture générique (V, a, b) comporte trois lettres, avec la caractérisation typique 
VEB(PB(A))etaeActbeA 
et dont l’axiome est la relation 
RiVieta # b 

où RÍVį est l’axiome de l’espèce de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3). Si A, A’ 
sont deux ensembles munis respectivement de structures (V, a, b), (V’, a’, b’), on définit les 
o-morphismes de A dans A’ comme les applications f continues (pour V, V’) et telles que 
f(a) = a et f(b) = b’. Montrer qu’en remplaçant & par une espèce de structure équivalente 
cette notion de o-morphisme peut s’obtenir par le procédé de lexerc. 2 (IV, p. 29). Montrer 
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que pour deux ensembles A, B munis de structures S, S’ d'espèce X, il existe une structure 
produit sur A x B, et que l’image directe de cette structure par pr, (resp. pro) est S 
(resp. Z’); * mais donner un exemple où il n’existe pas de section associée à pr, et qui soit un 
co-morphisme de A dans A x B (prendre pour A un espace connexe, pour Bun espace discret). 


9) *Soit E l’espèce de structure de corps. Montrer qu’on définit une notion de o-morphisme 
pour cette espèce de structure en prenant comme morphismes d’un corps K dans un corps 
K’, d’une part les homomorphismes f de K dans K’ au sens de l’Exemple 2 de IV, p. 12, et en 
outre l’application fo de K dans K’ telle que fo(0) = 0, f(x) = 1 pour tout x # 0 dans K. 
ne que, pour cette notion de morphisme, on a les propriétés suivantes: pour tout corps 
K (de caractéristique quelconque) la structure de corps de K induit une structure de corps 
(isomorphe à celle de F;) sur l’ensemble {0, 1}; en outre si R est la relation d’équivalence 
dont les classes d'équivalence sont {0} et K* = K — {0j, il existe une structure quotient 
(isomorphe à la structure de Fa) de la structure de corps de K par la relation R. 


* 10) Soit È l’espèce de structure de corps ordonné, archimédien et complet. Pour tout 
ensemble À muni d’une structure d’espèce E, soit 94 l’unique isomorphisme de A sur R. Si 
A, B sont deux ensembles munis de structures d'espèce È, montrer qu’on peut prendre pour 
morphismes de A dans B les applications f de A dans B telles que og(f(x)) > pa(x) pour 
tout x € A. Pour cette notion de morphisme, montrer qu’il y a des morphismes bijectifs qui 
ne sont pas des isomorphismes, bien que l’espèce de structure & soit univalente.. 


11) Soit È une espèce de structure (dans une théorie 7°) ne comportant qu’un seul ensemble 
de base; soient se F(x) la caractérisation typique, Réx, sf l’axiome de ©. On désigne par 
A(x) l’ensemble des structures d’espèce E sur x. Soit ofx, y, s, § un terme vérifiant les con- 
ditions (MO,), (MO) et la condition suivante: 

(MO'u) Étant donnés, dans une théorie 7” plus forte que Z, deux ensembles E, E’ munis 
de structures S, S’ d’espèce £, pour tout isomorphisme fde E sur E’, on a fe $E, E, Z, 24. 
a) Soit Id, application identique de x sur lui-même. Montrer que la relation Qix, s, t$: 


«s E€ A(x) et te A(x) et Idy € oix, x, 5, I O ox, x, t, s$» 


est une relation d’é quivalence entre s et t dans A(x). Soient B(x) l’ensemble quotient A(x)/Q, 
ox l'application canonique de A(x) sur B(x). On suppose la relation s’ e B(x) transportable 
et on désigne par © l'espèce de structure ayant pour caractérisation typique s’ e P(F(x)) et 
pour axiome s’ € nu c). 

b) Soit ox, y, s’, t$ l’ensemble des applications fe F(x; y) vérifiant la relation suivante: 


«s € R(x) et t’ e B(y) et il existe se A(x) et te A(y) 
tels que s’ = p,(s) et t’ = ọ,(t) et fe ox, y, s, t$». 
Montrer que, pour Pespèce de structure ©, le terme 6 vérifie les conditions (MO), (MOi) 
et (MOr) et que l’on a 
ox, y, s, t$ © fx, y, @x(3), Pult) 


83 
1) *Soient E un espace topologique, & l’une des espèces de structures définies dans les 
exerc. 7 et 8 de IV, p. 30; on prend pour morphismes ceux définis dans ces mêmes exercices, 
et pour «-applications les applications continues de E dans un &-ensemble. Montrer que le 
problème d’application universelle pour E (relatif aux définitions précédentes) n’admet pas 
en général de solution. 


2) *Soient E un corps commutatif, X l’espece de structure de corps commutatif algébrique- 
ment clos; on prend pour morphismes les homomorphismes, pour «-applications les 
homomorphismes de E dans un corps commutatif algébriquement clos. Montrer que la clôture 
algébrique Fp de E, et l’injection canonique de E dans Fy (A, V, § 4) vérifient (AU:), mais 
qu’il n’existe pas en général de solution du problème d’application universelle pour E. 
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3) Soient È une espèce de structure, (A,) er une famille d’ensembles, et pour chaque ı el, 
soit F, une structure d'espèce & sur A,. Soit E l’ensemble somme de la famille (Ahen 
A, étant considéré comme sous-ensemble de E. 

On suppose donnée une notion de s-morphisme pour l'espèce de structure X, et on définit 
une -application comme une application ® de E dans un Z-ensemble F, telle que pour tout 
LE I, la restriction de ọ à A, soit un morphisme de A, dans F. 

Montrer que s’il existe une solution (Fg, 9p) au problème d’application universelle pour 
E, la structure d’espèce & sur Fẹ est structure finale pour la famille (A, I, Piren Qı désignant 
la restriction de 9, à A, 

En outre, soit F un ensemble, et pour chaque + e I, soit f, une application de A, dans F. 
S’il existe sur F une structure finale d’espece & pour la famille (A, ,, fiers on peut écrire 
Ja. = fe ọn où fest un morphisme de Fp dans F, et la structure de F est l’image directe par f de 
la structure de Fp. 

Applications aux cas suivants: 

*]9Z est une espèce de structure algébrique, les morphismes étant les homomorphismes, et les 
conditions (CU) à (CUin) étant vérifiées; il en est ainsi pour les structures de monoide, de 
groupe, de module, d’algèbre, etc. Le E-ensemble Fy est appelé produit libre des A, dans le cas 
des groupes, somme directe dans lc cas des modules, composé direct dans le cas des algebres. 

2° © est l'espèce de structure de groupe topologique, ou d’espace vectoriel topologique. Les 
conditions (CU) à (CUu) sont alors vérifiées; dans le cas des espaces vectoriels topolo- 
giques localement convexes, Fp est appelé somme directe topologique des A,.4 


NOTE HISTORIQUE 
(Chapitres 1 à 4) 


« Aliquot selectos homines rem intra quinquennium absolvere posse puto » 
Leisnız ((XII b), t. VII, p. 187) 


(N.-B. — Les chiffres romains renvoient à la bibliographie placée à la fin de cette 
note.) 


L'étude de ce que l’on a coutume d’appeler les «fondements des Mathéma- 
tiques », qui s’est poursuivie sans relâche depuis le début du xıx® siècle, n’a pu 
être menée à bien que grâce à un effort parallèle de systématisation de la Logique, 
tout au moins dans celles de ses parties qui régissent l’enchaînement des pro- 
positions mathématiques. Aussi ne peut-on dissocier l’histoire de la Théorie des 
ensembles et de la formalisation des mathématiques de celle de la «Logique mathé- 
matique ». Mais la logique traditionnelle, comme celle des philosophes modernes, 
couvre en principe un champ d’applications beaucoup plus vaste que la Mathé- 
matique. Le lecteur ne doit donc pas s’attendre à trouver dans ce qui suit une 
histoire de la Logique, même sous une forme très sommaire; nous nous sommes 
bornés autant que possible à ne retracer l’évolution de la Logique que dans 
la mesure où elle a réagi sur celle de la Mathématique. C’est ainsi que nous 
ne dirons rien des logiques non classiques (logiques à plus de deux valeurs, 
logiques modales); à plus forte raison ne pourrons-nous aborder l’historique des 
controverses qui, des Sophistes à l’École de Vienne, n’ont cessé de diviser les 
philosophes quant à la possibilité et à la manière d’appliquer la Logique aux 
objets du monde sensible ou aux concepts de Pesprit humain. 


Qu'il y ait eu une mathématique préhellénique fort développée, c’est ce qui ne 
saurait aujourd’hui être mis en doute. Non seulement les notions (déjà fort 
abstraites) de nombre entier et de mesure des grandeurs sont-elles couramment 
utilisées dans les documents les plus anciens qui nous soient parvenus d'Égypte ou 
de Chaldée, mais l’algèbre babylonienne, par lPélégance et la sûreté de ses mé- 
thodes, ne saurait se concevoir comme une simple collection de problèmes résolus 
par tâtonnements empiriques. Et, si on ne rencontre dans les textes rien qui 
ressemble à une « démonstration » au sens formel du mot, on est en droit de penser 
que la découverte de tels procédés de résolution, dont la généralité transparait 
sous les applications numériques particulières, n’a pu s’effectuer sans un minimum 
d’enchainements logiques (peut-être pas entièrement conscients, mais plutôt du 
genre de ceux sur lesquels s’appuie un algébriste moderne lorsqu'il entreprend un 
calcul, avant d’en « mettre en forme » tous les details) ((T), p. 203 sqq.). 

L'originalité essentielle des Grecs consiste précisément en un effort conscient 
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pour ranger les démonstrations mathématiques en une succession telle que le 
passage d’un chainon au suivant ne laisse aucune place au doute et contraigne 
l’assentiment universel. Que les mathématiciens grecs se soient servis au cours de 
leurs recherches, tout comme les modernes, de raisonnements « heuristiques » 
plutôt que probants, c’est ce que démontrerait par exemple (s’il en était besoin) 
le « traité de la méthode » d’Archimede (IV bis) ; on notera aussi, chez celui-ci, des 
allusions à des résultats « trouvés, mais non démontrés » par des mathématiciens 
antérieurs.! Mais, dès les premiers textes détaillés qui nous soient connus (et qui 
datent du milieu du v° siècle), le «canon » idéal d’un texte mathématique est bien 
fixé. Il trouvera sa réalisation la plus achevée chez les grands classiques, Euclide, 
Archimède et Apollonius; la notion de démonstration, chez ces auteurs, ne diffère 
en rien de la nôtre. 

Nous n’avons aucun texte nous permettant de suivre les premiers pas de cette 
« méthode déductive », qui nous apparaît déjà proche de la perfection au moment 
même où nous en constatons l’existence. On peut seulement penser qu’elle 
s’inscrit assez naturellement dans la perpétuelle recherche d’«explications » du 
monde, qui caractérise la pensée grecque et qui est si visible déjà chez les philo- 
sophes ioniens du vu siècle; en outre, la tradition est unanime à attribuer le 
développement et la mise au point de la méthode à l’école pythagoricienne, à une 
époque qui se situe entre la fin du vi et le milieu du v* siècle. 

C’est sur cette mathématique « déductive », pleinement consciente de ses buts 
et de ses méthodes, que va s’exercer la réflexion philosophique et mathématique 
des âges suivants. Nous verrons d’une part s’edifier peu à peu la Logique 
« formelle » sur le modèle des mathématiques, pour aboutir à la création des 
langages formalises; d’autre part, principalement à partir du début du xıx® siècle, 
on s’interrogera de plus en plus sur les concepts de base de la Mathématique, et 

. on s'efforcera d’en éclaircir la nature, surtout après avènement de la Théorie des 
ensembles. 


La formalisation de la Logique 


L’impression générale qui semble résulter des textes (fort lacunaires) que nous 
possédons sur la pensée philosophique grecque du v® siècle, est qu’elle est dominée 
par un effort de plus en plus conscient pour étendre à tout le champ de la pensée 
humaine les procédés d’articulation du discours mis en œuvre avec tant de succès 


1 Notamment Démocrite, à qui Archimède attribue la découverte de la formule donnant le 
volume d’une pyramide ((IV bis), p. 13). Cette allusion est à rapprocher d’un fragment célèbre 
attribué à Démocrite (mais d’authenticité contestée), où il déclare: « personne ne ma jamais surpassé 
dans la construction de figures au moyen de preuves, pas même les « harpedonaptes » égyptiens, comme on les appelle » 
(H. Ders, Die Fragmente der Vorsokratiker. 2te Aufl., t. I, p. 439 et t. II. 1, p. 727-728, Berlin (Weid- 
mann), 1906-07). La remarque d’Archimède et le fait qu’on n’a jamais trouvé de démonstration (au 
sens classique) dans les textes égyptiens qui nous sont parvenus, conduisent à penser que les « preuves » 
auxquelles fait allusion Démocrite n’étaient plus considérées commes telles à l’époque classique, et ne 
le seraient pas non plus aujourd’hui. 
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par la rhétorique et la mathématique contemporaines — en d’autres termes, pour 
créer la Logique au sens le plus général de ce mot. Le ton des écrits philosophiques 
subit à cette époque un brusque changement: alors qu’au vin? ou au vi siècle les 
philosophes affirment ou vaticinent (ou tout au plus ébauchent de vagues 
raisonnements, fondés sur de tout aussi vagues analogies), à partir de Parménide 
et surtout de Zénon, ils argumentent, et cherchent à dégager des principes 
généraux qui puissent servir de base à leur dialectique: c’est chez Parménide 
qu’on trouve la première affirmation du principe du tiers exclu, et les démonstra- 
tions « par l’absurde » de Zénon d’Elée sont restées célèbres. Mais Zénon écrit au 
milieu du v* siècle; et, quelles que soient les incertitudes de notre documentation, 
il est très vraisemblable qu’à cette époque, les mathématiciens, dans leur propre 
sphère, se servaient couramment de ces principes. 

Comme nous l’avons dit plus haut, il ne nous appartient pas de retracer les 
innombrables difficultés qui surgissent à chaque pas dans la gestation de cette 
Logique, et les polémiques qui en résultent, des Eléates à Platon et Aristote, en 
passant par les Sophistes; relevons seulement ici le rôle que jouent dans cette 
évolution la culture assidue de l’art oratoire et l’analyse du langage qui en est un 
corollaire, développements que l’on s'accorde à attribuer principalement aux 
Sophistes du v° siècle. D’autre part, si l'influence des mathématiques n’est pas 
toujours reconnue explicitement, elle n’en est pas moins manifeste, en particulier 
dans les écrits de Platon et d’Aristote. On a pu dire que Platon était presque 
obsédé par les mathématiques; sans être lui-même un inventeur dans ce domaine, 
il s’est, à partir d’une certaine époque de sa vie, mis au courant des découvertes 
des mathématiciens contemporains (dont beaucoup étaient ses amis ou ses élèves), 
et n’a plus cessé de s’y intéresser de la manière la plus directe, allant jusqu’à 
suggérer de nouvelles directions de recherche; aussi est-ce constamment que, 
sous sa plume, les mathématiques viennent servir d’illustration ou de modèle (et 
même parfois alimenter, comme chez les Pythagoriciens, son penchant vers le 
mysticisme). Quant à son élève Aristote, il n’a pu manquer de recevoir le mini- 
mum de formation mathématique qui était exigé des élèves de l’Académie, et on a 
fait un volume des passages de son œuvre qui se rapportent aux mathématiques 
ou y font allusion (II bis); mais il ne semble jamais avoir fait grand effort pour 
garder le contact avec le mouvement mathématique de son époque, et il ne cite 
dans ce domaine que des résultats qui avaient été vulgarisés depuis longtemps. Ce 
décalage ne fera d’ailleurs que s’accentuer chez la plupart des philosophes pos- 
térieurs, dont beaucoup, faute de préparation technique, s’imagineront en toute 
bonne foi parler des mathématiques en connaissance de cause, alors qu’ils ne feront 
que se référer à un stade depuis longtemps dépassé dans l’évolution de celles-ci. 


1 Le plus bel exemple classique de raisonnement par l’absurde en mathématiques est la démon- 


stration de l’irrationalité de V2, à laquelle Aristote fait plusieurs fois allusion; mais les érudits 
modernes ne sont pas parvenus à dater cette découverte avec quelque précision, certains la plaçant 
au début et d’autres tout à la fin du v® siècle (voir Note hist. de TG, IV, et les références citées à ce 


propos). 
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L’aboutissement de cette période, en ce qui concerne la Logique, est l’œuvre 
monumentale d’Aristote (II), dont le grand mérite est d’avoir réussi à systématiser 
et codifier pour la première fois des procédés de raisonnement restés vagues ou 
informulés chez ses prédécesseurs.! Il nous faut surtout retenir ici, pour notre objet, 
la thèse générale de cette œuvre, savoir qu’il est possible de réduire tout raisonne- 
ment correct à l'application systématique d’un petit nombre de règles immuables, 
indépendantes de la nature particulière des objets dont il est question (indépen- 
dance clairement mise en évidence par la notation des concepts ou des proposi- 
tions à l’aide de lettres — vraisemblablement empruntée par Aristote aux 
mathématiciens). Mais Aristote concentre à peu près exclusivement son attention 
sur un type particulier de relations et d’enchaînements logiques, constituant ce 
qu’il appelle le «syllogisme »: il s’agit essentiellement de relations que nous 
traduirions à l'heure actuelle sous la forme À € Bou A NB # 2 en langage de 
théorie des ensembles,? et de la manière d’enchainer ces relations ou leurs néga- 
tions, au moyen du schéma 


(AS BetB<SC)={(Ac OC). 


Aristote était encore trop averti des mathématiques de son époque pour ne pas 
s’être aperçu que les schémas de ce genre n'étaient pas suffisants pour rendre 
compte de toutes les opérations logiques des mathématiciens, ni à plus forte 
raison des autres applications de la Logique ((II), An. Pr. 1,35; (II bis), p. 25-26) .° 
Du moins étude approfondie des diverses formes de « syllogisme » à laquelle il se 
livre (et qui est presque entièrement consacrée à l’élucidation des perpétuelles 
difficultés que soulève l’ambiguité ou l'obscurité des termes sur lesquels porte le 
raisonnement) lui donne-t-elle entre autres l’occasion de formuler des règles pour 
prendre la négation d’une proposition ((II), An. Pr. I, 46). C’est aussi à Aristote 


1 Malgré la simplicité et P« évidence » que paraissent présenter pour nous les règles logiques 
formulées par Aristote, il n’est que de les replacer dans leur cadre historique pour apprécier les 
difficultés qui s’opposaient à une conception précise de ces règles, et l’effort qu’a dù déployer Aristote 
pour y parvenir: Platon, dans ses dialogues, où il s’adresse à un public cultivé, laisse encore ses 
personnages s’embrouiller sur des questions aussi élémentaires que les rapports entre la négation de 
A © B et la relation AN B = ø (en langage moderne), quitte à faire apparaître par la suite la 
réponse correcte (cf. R. Rogınson, Plato’s consciousness of fallacy, Mind, t. LI (1942), p. 97-114). 

2 Les énoncés correspondants d’Aristote sont « Tout A est B» et « Quelque A est B»; dans ces 
notations À (le « sujet ») et B (le « prédicat ») remplacent des concepts, et dire que « Tout A est un 
B » signifie que l’on peut attribuer le concept B à tout être auquel on peut attribuer le concept A (A 
est le concept « homme » et B le concept « mortel » dans l’exemple classique). L'interprétation que 
nous en donnons consiste à considérer les ensembles d’êtres auxquels s’appliquent respectivement les 
concepts À et B; c’est le point de vue dit « de l’extension », déjà connu d’Aristote. Mais ce dernier 
considère surtout la relation « Tout A est B » d’un autre point de vue, dit « de la compréhension », où 
B est envisagé comme un des concepts qui constituent en quelque sorte le concept plus complexe A, 
ou, comme dit Aristote, lui « appartiennent ». Au premier abord, les deux points de vue paraissent 
aussi naturels l’un que l’autre, mais le point de vue « de la compréhension » a été une source constante 
de difficultés dans le développement de la Logique (il paraît plus éloigné de lintuition que le 
premier, et entraîne assez facilement à des erreurs, notamment dans les schémas où interviennent des 
negations; cf. (XIE bis), p. 21-32). 

3 Pour une discussion critique du syllogisme et de ses insuffisances, voir par exemple ((XII bis), 
p. 432-441) ou ((XXXID, p. 44-50). 
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que revient le mérite d’avoir distingué avec une grande netteté le rôle des proposi- 
tions « universelles » de celui des propositions « particulières », première ébauche 
des quantificateurs.! Mais on sait trop comment l'influence de ses écrits (souvent 
interprétés de façon étroite et inintelligente), qui reste encore très sensible jusque 
bien avant dans le xıx® siècle, devait encourager les philosophes dans leur 
négligence de l’étude des mathématiques, et bloquer les progrès de la Logique 
formelle.? 

Toutefois cette dernière continue à progresser dans l’Antiquité, au sein des 
écoles mégarique et stoicienne, rivales des Péripatéticiens. Nos renseignements sur 
ces doctrines sont malheureusement tous de seconde main, souvent transmis par 
des adversaires ou de médiocres commentateurs. Le progrès essentiel accompli 
par ces logiciens consiste, semble-t-il, en la fondation d’un «calcul propositionnel » 
au sens où on l’entend aujourd’hui: au lieu de se borner, comme Aristote, aux 
propositions de la forme particulière A € B, ils énoncent des règles concernant 
des propositions entièrement déterminées. En outre, ils avaient analysé les rapports 
logiques entre ces règles de façon si approfondie qu’ils savaient les déduire toutes 
de cinq d’entre elles, posées comme «indémontrables », par des procédés très 
semblables à ceux que nous avons décrits au chap. I, K 2 et 3 (V). Malheureuse- 
ment leur influence fut assez éphémère, et leurs résultats devaient sombrer dans 
Poubli jusqu’au jour où ils furent redécouverts par les logiciens du x1x° siècle. 
Le maître incontesté, en Logique, reste Aristote jusqu’au xvn® siècle; on sait en 
particulier que les philosophes scolastiques sont entièrement sous son influence, et 
si leur contribution à la logique formelle est loin d’être négligeable (VI), elle ne 
comporte aucun progrès de premier plan par rapport à l’acquit des philosophes 
de Antiquité. 

Il convient d’ailleurs de noter ici qu’il ne semble pas que les travaux d’Aristote 
ou de ses successeurs aient en un retentissement notable sur les mathématiques. 
Les mathématiciens grecs poursuivent leurs recherches dans la voie ouverte par 
les Pythagoriciens et leurs successeurs du 1v* siècle (Théodore, Théétète, Eudoxe) 
sans se soucier apparemment de logique formelle dans la présentation de leurs 
résultats: constatation qui ne doit guère étonner quand on compare la souplesse 
et la précision acquises, dès cette époque, par le raisonnement mathématique, à 
Pétat fort rudimentaire de la logique aristotélicienne. Et lorsque la logique va 
dépasser ce stade, ce sont encore les nouvelles acquisitions des mathématiques qui 
la guideront dans son évolution. 

Avec le développement de l’algebre, on ne pouvait en effet manquer d’être 
frappé par l’analogie entre les règles de la Logique formelle et les règles de 
l'algèbre, les unes comme les autres ayant le caractère commun de s’appliquer à 
des objets (propositions ou nombres) non précisés. Et lorsqu’au xvu® siècle la 


1 L'absence de véritables quantificateurs (au sens moderne) jusqu’à la fin du xrx° siècle, a été une 
des causes de la stagnation de la Logique formelle. 

2 On cite le cas d’un universitaire éminent qui, dans une conférence faite à Princeton en présence 
de Gödel, aurait dit que rien de nouveau ne s’était fait en Logique depuis Aristote! 
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notation algébrique a pris sa forme definitive entre les mains de Viète et de 
Descartes, on voit presque aussitôt apparaître divers essais d’une écriture sym- 
bolique destinée à représenter les opérations logiques; mais, avant Leibniz, ces 
tentatives, comme par exemple celle d’Herigone (1644) pour noter les démon- 
strations de la Géométrie élémentaire, ou celle de Pell (1659) pour noter celles de 
PArithmétique, restent très superficielles et ne conduisent à aucun progrès dans 
l'analyse du raisonnement mathématique. 

Avec Leibniz, on est en présence d’un philosophe qui est aussi un mathéma- 
ticien de premier plan, et qui va savoir tirer de son expérience mathématique le 
germe des idées qui feront sortir la logique formelle de l'impasse scolastique.! 
Esprit universel s’il en fut jamais, source inépuisable d’idées originales et fécondes, 
Leibniz devait s'intéresser d’autant plus à la Logique qu’elle s’insérait au cœur 
même de ses grands projets de formalisation du langage et de la pensée, auxquels 
il ne cessa de travailler toute sa vie. Rompu dès son enfance à la logique scolastique, 
il avait été séduit par l’idée (remontant à Raymond Lulle) d’une méthode qui 
résoudrait tous les concepts humains en concepts primitifs, constituant un 
« Alphabet des pensées humaines », et les recombinerait de façon quasi mécanique 
pour obtenir toutes les propositions vraies ((XII b), t. VII, p. 185; cf. (XII bis), 
chap. II). 

Très jeune aussi, il avait conçu une autre idée beaucoup plus originale, celle 
de l'utilité des notations symboliques comme « fil d'Ariane » de la pensée:? «La 
véritable methode », dit-il, « nous doit fournir un filum Ariadnes, c’est-à-dire un certain 
moyen sensible et grossier, qui conduise l'esprit comme sont les lignes tracées en geometrie et 
les formes des operations qu’on prescrit aux apprentifs en Arithmetique. Sans cela nostre esprit 
ne sçauroit faire un long chemin sans s’egarer. » ((XI1 b), t. VII, p. 22; cf. (XII bis), 
p. 90). Peu au courant des mathématiques de son époque jusque vers sa 25° 
année, c’est d’abord sous forme de « langue universelle » qu’il présente ses projets 
((XII bis), chap. III); mais dès qu'il entre en contact avec l’Algèbre, il l’adopte 
‘pour modèle de sa « Caractéristique universelle ». Il entend par là une sorte de 
langage symbolique, capable d’exprimer sans ambiguïté toutes les pensées 


1 Bien que Descartes et (à un moindre degré) Pascal aient consacré une partie de leur œuvre 
philosophique aux fondements des mathématiques, leur contribution aux progrès de la Logique 
formelle est négligeable. Sans doute faut-il en voir la raison dans la tendance fondamentale de leur 
pensée, l’effort d’émancipation de la tutelle scolastique, qui les portait à rejeter tout ce qui pouvait s’y 
rattacher, et en premier lieu la Logique formelle. De fait, dans ses Réflexions sur Pesprit géométrique, 
Pascal, comme il le reconnaît lui-même, se borne essentiellement à couler en formules bien frappées 
les principes connus des démonstrations euclidiennes (par exemple, le fameux précepte: « Substituer 
toujours mentalement les définitions à la place des définis » ((XT), t. IX, p. 280) était essentiellement connu 
d’Aristote ((II), Top., VI, 4; (II bis), p. 87)). Quant à Descartes, les règles de raisonnement qu’il 
pose sont avant tout des préceptes psychologiques (assez vagues) et non des critères logiques; comme 
le lui reproche Leibniz ((XII dis), p. 94 et 202-203), elles n’ont par suite qu’une portée subjective. 

2 Bien entendu, lintérêt d’un tel symbolisme n’avait pas échappé aux prédécesseurs de Leibniz 
en ce qui concerne les mathématiques, et Descartes, par exemple, recommande de remplacer des 
figures entières « par des signes très courts » (xvi° Règle pour la direction de Pesprit; (X), t. X, p. 454). 
Mais personne avant Leibniz n’avait insisté avec autant de vigueur sur la portée universelle de ce 
principe. 
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humaines, de renforcer notre pouvoir de déduction, d’éviter les erreurs par un 
effort d’attention tout mécanique, enfin construit de telle sorte que « les chimeres, 
que celuy même qui les avance n’entend pas, ne pourront pas estre écrites en ces caracteres » 
((XIT a), t. I, p. 187). Dans les innombrables passages de ses écrits où Leibniz fait 
allusion à ce projet grandiose et aux progrès qu’entrainerait sa réalisation (cf. 
(XII bis), chap. IV et VI), on voit avec quelle clarté il concevait la notion de 
langage formalisé, pure combinaison de signes dont seul importe l’enchaînement! 
de sorte qu’une machine serait capable de fournir tous les théorèmes,? et que 
toutes les controverses se résoudraient par un simple calcul ((XII b), t. VII, 
p. 198-203). Si ces espoirs peuvent paraître démesurés, il n’en est pas moins vrai 
que c’est à cette tendance constante de la pensée de Leibniz qu’il faut rattacher 
une bonne part de son œuvre mathématique, à commencer par ses travaux sur le 
symbolisme du Calcul infinitésimal (voir Note hist. de FVR, III); il en était 
lui-même parfaitement conscient, et reliait explicitement aussi à sa « Carac- 
téristique » ses idées sur la notation indicielle et les déterminants (XII a), t. II, 
240; cf. (XII bis), p. 481-487) et son ébauche de « Calcul géométrique » (voir 
Note hist. de A, III; cf. (XII bis), chap. IX). Mais dans son esprit, la pièce 
essentielle devait en être la Logique symbolique, ou, comme il dit, un « Calculus 
ratiocinator », et s’il ne parvint pas à créer ce calcul, du moins le voyons-nous 
s'y essayer à trois reprises au moins. Dans une première tentative, il a l’idée 
d'associer à chaque terme «primitif» un nombre premier, tout terme com- 
posé de plusieurs termes primitifs étant représenté par le produit des nombres 
premiers correspondants; il cherche à traduire dans ce système les règles usuelles 
du syllogisme, mais se heurte à des complications considérables causées par la 
négation (qu’il essaie, assez naturellement, de représenter par le changement de 
signe) et abandonne rapidement cette voie ((XII c), p. 42-96; cf. (XII bis), p. 
326-344). Dans des essais ultérieurs, il cherche à donner à la logique aristotéli- 
cienne une forme plus algébrique; tantôt il conserve la notation AB pour la con- 
jonction de deux concepts, tantôt il utilise la notation A + B #; il observe (en 
notation multiplicative) la loi d’idempotence AA = A, remarque qu’on peut 
remplacer la proposition «tout A est B» par l'égalité A = AB et qu’on peut 
retrouver à partir de la la plupart des règles d’Aristote par un pur calcul algé- 
brique ((XII c), p. 229-237 et 356-399; cf. (XII bis), p. 345-364) ; il a aussi l’idée 
du concept vide («non Ens »), et reconnaît par exemple l’équivalence des pro- 
positions « tout A est B » et « A. (non B) n’est pas » (loc. cıt.). En outre, il remarque 


1 I] est frappant de le voir citer comme exemples de raisonnement «en forme », «un compte de 
receveur » ou même un texte judiciaire ((XII b), t. IV, p. 295). 

2 On sait que cette conception d’une « machine logique » est utilisée de nos jours en métamathé- 
matique, où elle rend de grands services ((XLVIII), chap. XIII). 

8 L'idée a été reprise avec succès par Gödel dans ses travaux de métamathématique, sous une 
forme légèrement différente (cf. (XLIV a) et (XLVIII), p. 254). 

4 Leibniz ne cherche à introduire dans son calcul la disjonction que dans quelques fragments (où 
il la note À + B) et ne semble pas avoir réussi à manier simultanément cette opération et la con- 
jonction de façon satisfaisante ((XII bis), p. 363). 
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que son calcul logique s'applique non seulement à la logique des concepts, mais 
aussi à celle des propositions ((XI1 c), p. 377). Il paraît donc très proche du 
« calcul booléien ». 

Malheureusement, il semble qu’il mait pas réussi à se dégager complètement 
de l'influence scolastique; non seulement il se propose à peu près uniquement 
pour but de son calcul la transcription, dans ses notations, des règles du syllo- 
gisme, ! mais il va jusqu’à sacrifier ses idées les plus heureuses au désir de retrouver 
intégralement les règles d’Aristote, même celles qui étaient incompatibles avec la 
notion d'ensemble vide.? 

Les travaux de Leibniz restèrent en grande partie inédits jusqu’au début du 
xx° siècle, et n’eurent que peu d'influence directe. Pendant tout le xvim® et le 
début du xıx® siècle, divers auteurs (de Segner, J. Lambert, Ploucquet, Holland, 
De Castillon, Gergonne) ébauchent des tentatives semblables à celles de Leibniz, 
sans jamais dépasser sensiblement le point où s’était arrêté celui-ci; leurs travaux 
n’eurent qu'un très faible retentissement, ce qui fait que la plupart d’entre eux 
ignorent tout des résultats de leurs predecesseurs.? C’est d’ailleurs dans les mêmes 
conditions qu'écrit G. Boole, qui doit être considéré comme le véritable créateur 
de la logique symbolique moderne (XVI). Son idee maîtresse consiste à se placer 
systématiquement au point de vue de l’« extension », donc à calculer directement 
sur les ensembles, en notant xy l'intersection de deux ensembles, et x + y leur 
réunion lorsque x et y n’ont pas d’élément commun. Il introduit en outre un 
«univers » noté 1 (ensemble de tous les objets) et l’ensemble vide noté 0, et il 
écrit 1 — x le complémentaire de x. Comme l'avait fait Leibniz, il interprète la 
relation d’inclusion par la relation xy = x (d’où il tire sans peine la justification 
des règles du syllogisme classique) et ses notations pour la réunion et le complé- 
mentaire donnent à son système une souplesse qui avait manqué à ses devanciers.* 
En outre, en associant à toute proposition l’ensemble des « cas » où elle est vérifiée, 
il interprète la relation d’implication comme une inclusion, et son calcul des 
ensembles lui donne de cette façon les règles du « calcul propositionnel ». 

Dans la seconde moitié du xıx® siècle, le système de Boole sert de base aux 
travaux d’une active école de logiciens, qui l’ameliorent et le complètent sur 
divers points. C’est ainsi que Jevons (1864) élargit le sens de l'opération de 


1 Leibniz savait fort bien que la logique aristotélicienne était insuffisante pour traduire formel- 
lement les textes mathématiques, mais, malgré quelques tentatives, il ne parvint jamais à l'améliorer 
à cet égard ((XII bis), p. 435 et 560). 

2 Il s’agit des règles dites « de conversion » basées sur le postulat que « Tout A est un B » entraine 
« Quelque À est un B », ce qui suppose naturellement que À n’est pas vide. 

3 L'influence de Kant, à partir du milieu du xvn: siècle, entre sans doute pour une part dans le 
peu d’intérêt suscité par la logique formelle à cette époque; il estime que « nous n'avons besoin d'aucune 
invention nouvelle en logique », la forme donnée à celle-ci par Aristote étant suffisante pour toutes les 
applications qu’on en peut faire (Werke, t. VIII, Berlin (B. Cassirer), 1923, p. 340). Sur les concep- 
tions dogmatiques de Kant à propos des mathématiques et de la logique, on pourra consulter l’article 
de L. CoUTURAT, Revue de Métaph. et de Morale, t. XII (1904), p. 321-383. 

t Notons en particulier que Boole utilise la distributivité de l'intersection par rapport à la 
réunion, qui paraît avoir été remarquée pour la première fois par J. Lambert. 


NOTE HISTORIQUE E IV.41 


réunion x + y en l’étendant au cas où x et y sont quelconques; A. de Morgan en 
1858 et C. S. Peirce en 1867 démontrent les relation de dualité 


(CA) N (CB) = KA U B), (6A) U (CB) = (A A BI! 


De Morgan aborde aussi, en 1860, Pétude des relations, définissant l'inversion et 
la composition des relations binaires (c’est-à-dire les opérations qui correspondent 


aux opérations G et G, o G sur les graphes).? Tous ces travaux se trouvent 
systématiquement exposés et développés dans le massif et prolixe ouvrage de 
Schröder (XXHI). Mais il cst assez curicux de noter que les logiciens dont nous 
venons de parler ne paraissent guère s'intéresser à l'application de leurs résultats 
aux mathématiques, ct que, tout au contraire, Boole et Schröder notamment 
semblent avoir pour but principal de développer lalgèbre «booléienne » en 
calquant ses méthodes ct ses problèmes sur l'algèbre classique (souvent de façon 
assez artificielle). H faut sans doute voir les raisons de cette attitude dans le fait 
que le calcul booléien manquait encore de commodité pour transcrire la plupart 
des raisonnements mathématiques, et ne fournissait ainsi qu’une réponse très 
partielle au grand rêve de Leibniz. La construction de formalismes mieux 
adaptés aux mathématiques — dont l'introduction des variables et des quantifi- 
cateurs, due indépendamment à Frege (XXIV) et C. S. Peirce (XXII b)), 
constitue l'étape capitale — fut l’œuvre de logiciens et de mathématiciens qui, 
à la différence des précédents, avaient avant tout en vue les applications aux 
fondements des mathématiques. 

Le projet de Frege ((XXIV b) et c)) était de fonder l’arithmétique sur une 
logique formalisée en une «écriture des concepts» (Begrifischrift) et nous 
reviendrons plus loin sur la façon dont il définit les entiers naturels. Ses ouvrages 
se caractérisent par une précision et une minutie extrêmes dans l’analyse des 
concepts; c’est en raison de cette tendance qu'il introduit mainte distinction qui 
s’est révélée d’une grande importance en logique moderne: par exemple, c’est lui 
qui le premier distingue entre l’énoncé d’une proposition et l’assertion que cette 
proposition est vraie, entre la relation d'appartenance et celle d'inclusion, entre 
un objet x et l’ensemble {x} réduit à ce seul objet, etc. Sa logique formalisée, qui 
comporte non seulement des « variables » au sens utilisé en mathématiques, mais 


t Il faut noter que des énoncés équivalents à ces règles se trouvent déjà chez certains philosophes 
scolastiques ((VI), p. 67 sqq.). 

2 Toutefois, la notion de produit « cartésien » de deux ensembles quelconques ne parait explicite- 
ment introduite que par G. Cantor ((XXV), p. 286); c’est aussi Cantor qui définit le premier 
l'exponentiation A? (loc. cit., p. 287); la notion générale de produit infini est due à A. N. Whitehead 
{ Amer. Journ. of Math., t. XXIV, (1902), p. 369). L'utilisation des graphes de relations est assez 
récente; si l’on excepte bien entendu le cas classique des fonctions numériques de variables réelles, 
elle semble apparaître pour la première fois chez les géomètres italiens, notamment C. Segre, dans 
leur étude des correspondances algébriques. : 

8 Pour chaque relation obtenue à partir d’une ou de plusieurs relations données par application de 
nos quantificateurs, il faudrait, dans ce calcul, introduite une notation ad hoc, du type des nota- 


tions G et G; o Ga (cf. par exemple (XXII b)). 
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aussi des « variables propositionnelles » représentant des relations indéterminées, 
et susceptibles de quantification, devait plus tard {à travers l'œuvre de Russell 
et Whitehead) fournir l'outil fondamental de la métamathématique. Mal- 
heureusement, les symboles qu’il adopte sont peu suggestifs, d’une effroyable 
complexité typographique et fort éloignés de la pratique des mathématiciens; ce 
qui eut pour effet d’en détourner ces derniers et de réduire considérablement 
l'influence de Frege sur ses contemporains. 

Le but de Peano était à la fois plus vaste et plus terre à terre; il s'agissait de 
publier un «Formulaire de mathématiques », écrit entièrement en langage 
formalisé et contenant, non seulement la logique mathématique, mais tous les 
résultats des branches des mathématiques les plus importantes. La rapidité avec 
laquelle il parvint à réaliser cet ambiticux projet, aidé d’une pléiade de colla- 
borateurs enthousiastes (Vailati, Pieri, Padoa, Vacca, Vivanti, Fano, Burali- 
Forti) témoigne de l’excellence du symbolisme qu’il avait adopté: suivant de près 
la pratique courante des mathématiciens, ct introduisant de nombreux symboles 
abréviateurs bien choisis, son langage reste en outre assez aisément lisible, grâce 
notamment à un ingénieux système de remplacement des parenthèses par des 
points de séparation (XXIX c)). Bien des notations dues à Peano sont aujourd’hui 
adoptées par la plupart des mathématiciens: citons €, > (mais, contrairement à 
l'usage actuel, au sens de «est contenu » ou «implique »)!, U, O, A — B (en- 
semble des différences a — b, où a € A et eB). D'autre part, c’est dans le 
« Formulaire » qu’on trouve pour la première fois une analyse poussée de la 
notion générale de fonction, de celles d’image directe? et d’image réciproque, ct 
la remarque qu’une suite n’est qu’une fonction définie dans N. Mais la quantifi- 
cation, chez Peano, est soumise à des restrictions gênantes (on ne peut en principe 
quantifier, dans son systeme, que des relations de la forme À = B, A <B ou 
A = B). En outre, le zèle presque fanatique de certains de ses disciples prêtait 
aisément le flanc au ridicule; la critique, souvent injuste, de H. Poincaré en 
particulier, porta un coup sensible à l’école de Peano et fit obstacle à la diffusion 
de ses doctrines dans le monde mathématique. 

Avec Frege et Peano sont acquis les éléments essentiels des langages for- 
malisés utilisés aujourd’hui. Le plus répandu est sans doute celui forgé par 
Russell et Whitehead dans leur grand ouvrage « Principia Mathematica », qui 
associe heureusement la précision de Frege et la commodité de Peano (XXXVIT. 
La plupart des langages formalisés actuels ne s’en distinguent que par des modi- 
fications d'importance secondaire, visant à en simplifier l'emploi. Parmi les plus 
ingénieuses, citons l'écriture « fonctionnelle » des relations (par exemple exy au 
lieu de x €y), imaginée par Lukasiewicz, grâce à laquelle on peut supprimer 
totalement les parenthèses; mais la plus intéressante est sans doute l’introduction 


1 Cela indique bien à quel point était enracinée, même chez lui, la vieille habitude de penser « er. 
compréhension » plutôt qu’« en extension ». 

? L'introduction de celle-ci semble due à Dedekind, dans son ouvrage « Was sind und was sollen 
die Zahlen », dont nous parlerons plus loin ((XXVI), t. III, p. 348). 
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par Hilbert du symbole +, qui permet de considérer comme des signes abrevia- 
teurs les quantificateurs 3 et V, d'éviter l'introduction du symbole fonctionnel 
«universel » ı de Peano et Russell (qui ne s’applique qu’à des relations fonction- 
nelles), et enfin dispense de formuler l’axiome de choix dans la théorie des 
ensembles ((XXXI), p. 183). 


La notion de vérité en mathématique 


Les mathématiciens ont toujours été persuadés qu’ils démontrent des « véri- 
tés » ou des « propositions vraies »; une telle conviction ne peut évidemment être 
que d’ordre sentimental ou métaphysique, et ce n’est pas en se plaçant sur le 
terrain de la mathématique qu’on peut la justifier, ni même lui donner un sens 
qui n’en fasse pas une tautologic. L'histoire du concept de vérité en mathématique 
relève donc de l’histoire de la philosophie et non de celle des mathématiques; 
mais l’évolution de ce concept a eu une influence indéniable sur celle des mathé- 
matiques, et à ce titre nous ne pouvons la passer sous silence. 

Observons d’abord qu’il est aussi rare de voir un mathématicien en possession 
d’une forte culture philosophique que de voir un philosophe qui ait des connais- 
sances étendues en mathématique; les vues des mathématiciens sur les questions 
d'ordre philosophique, même quand ces questions ont trait à leur science, sont le 
plus souvent des opinions reçues de seconde ou de troisième main, provenant de 
sources de valeur douteuse. Mais, justement de ce fait, ce sont ces opinions 
moyennes qui intéressent l'historien des mathématiques, au moins autant que les 
vucs originales de penseurs tels que Descartes ou Leibniz (pour en citer deux qui 
ont été aussi des mathématiciens de premier ordre), Platon (qui s’est du moins 
tenu au courant des mathématiques de son époque), Aristote ou Kant (dont on 
ne pourrait en dire autant). 

La notion traditionnelle de vérité mathématique est celle qui remonte à la 
Renaissance. Dans cette conception, il n’y a pas grande différence entre les objets 
dont traitent les mathématiciens et ceux dont traitent les sciences de la nature; 
les uns et les autres sont connaissables, et l’homme a prise sur eux à la fois par 
l'intuition et le raisonnement; il n’y a lieu de mettre en doute ni l'intuition ni le 
raisonnement, qui ne sont faillibles que si on ne les emploie pas comme il faut. 
«Il faudrait », dit Pascal, «avoir tout à fait l'esprit faux pour mal raisonner sur des 
principes si gros qu’il est presque impossible qu’ils échappent » ((XT), t. XII, p. 9). 
Descartes, dans son poêle, se convainc qu'« il wy a eu que les seuls Mathématiciens 
qui ont pu trouver quelques démonstrations, c’est-à-dire quelques raisons certaines et évidentes » 
(X), t. VI, p. 19), et cela (si l’on s’en tient à son récit) bien avant d’avoir bâti 
une métaphysique dans laquelle « cela même », dit-il, « que j’ai tantôt pris pour règle, 
à savoir que les choses que nous concevons très clairement et très distinctement sont toutes 


1 On prendra garde que ce que Hilbert désigne par T,(A) à cet endroit est noté T,(non A) au 
chap. I. 
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vraies, west assuré qu’à cause que Dieu est ou existe et qu’il est un être parfait » ((X), t. VI, 
p. 38). Si Leibniz objecte à Descartes qu’on ne voit pas à quoi on reconnait 
qu’une idée est « claire et distincte »,! il considère, lui aussi, les axiomes comme 
des conséquences évidentes et inéluctables des définitions, dès que l’on en com- 
prend les termes.? Il ne faut pas oublier d’ailleurs que, dans le langage de cette 
époque, les mathématiques comprennent bien des sciences que nous ne recon- 
naissons plus comme telles, et parfois jusqu’à l’art de l'ingénieur; et dans la 
confiance qu’elles inspirent, le surprenant succès de leurs applications à la 
« philosophie naturelle », aux «arts mécaniques », à la navigation, entre pour une 
grande part. 

Dans cette manière de voir, les axiomes ne sont pas plus susceptibles d’être 
discutés ou mis en doute que les règles du raisonnement; tout au plus peut-on 
laisser à chacun le choix, suivant ses préférences, de raisonner « à la manière des 
anciens » ou de laisser libre cours à son intuition. Le choix du point de départ 
est aussi question de préférence individuelle, et on voit apparaître de nombreuses 
« éditions » d’Euclide où la solide charpente logique des Éléments est étrangement 
travestie; on donne du calcul infinitésimal, de la mécanique rationnelle, des 
exposés prétendument déductifs dont les bases sont singulièrement mal assises; et 
Spinoza était peut-être de bonne foi en donnant son Éthique pour démontrée à la 
manière des géomètres « more gcometrico demonstrata ». Si l’on a peine à trouver, 
au xvi? siècle, deux mathématiciens d’accord sur quelque question que ce soit, 
si les polémiques sont quotidiennes, interminables et acrimonieuses, la notion de 
vérité n’en reste pas moins hors de cause. « N’y ayant qu’une vérité de chaque chose », 
dit Descartes, « quiconque la trouve en sait autant qu’on peut en savoir » ((X), t. VI, 
p. 21). 

Bien qu'aucun texte mathématique grec de haute époque ne se soit conservé 
sur ces questions, il est probable que le point de vue des mathématiciens grecs sur 
ce sujet a été beaucoup plus nuancé. C’est à Pexpérience seulement que les règles 
de raisonnement ont pu s’élaborer au point d’inspirer une complète confiance; 
avant qu’elles pussent être considérées comme au-dessus de toute discussion, il a 
fallu nécessairement passer par bien des tàtonnements et des paralogismes. Ce serait 


t « Ceux qui nous ont donné des méthodes » dit-il à ce propos « donnent sans doute de beaux préceptes, mais non 
pas le moyen de les observer » ((XIT b), t. VII, p. 21). Et ailleurs, raillant les règles cartésiennes, il les 
compare aux recettes des alchimistes: « Prends ce qu’il faut, opère comme tu le dois, et tu obtiendras ce que tu 
souhaites! » ((XIL b), t. IV, p. 329). 

3 Sur ce point, Leibniz est encore sous l’influence scolastique; il pense toujours aux propositions 
comme établissant un rapport de «sujet » à « prédicat » entre concepts. Dès que l’on a résolu les 
concepts en concepts « primitifs » {ce qui, nous l’avons vu, est une de ses idées fondamentales), tout 
se ramène, pour Leibniz, à vérifier des relations d’«inclusion » au moyen de ce qu’il appelle les 
«axiomes identiques » (essentiellement les propositions À = À et À € A) et du principe de « substi- 
tution des équivalents » (si A = B, on peut partout remplacer A par B, notre schéma S6 de I, p. 38) 
(CXII bis), p. 184-206). Il est intéressant à ce propos de remarquer que, conformément à son désir 
de tout ramener à la Logique et de « démontrer tout ce qui est démontrable », Leibniz démontre la 
symétrie et la transitivité de la relation d'égalité, à partir de l’axiome A = A et du principe de sub- 
stitution des équivalents, obtenant ainsi essentiellement les démonstrations que nous avons données 
dans I, p. 39-40 ((XII a), t. VII, p. 77-78). 
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méconnaitre aussi l'esprit critique des Grecs, leur goût pour la discussion et pour 
la sophistique, que d’imaginer que les « axiomes » mêmes que Pascal jugeait les 
plus évidents (et que, suivant une légende répandue par sa sœur, il aurait, avec 
un instinct infaillible, découverts de lui-même dans son enfance) n’ont pas fait 
Pobjet de longues discussions. Dans un domaine qui n’est pas celui de la géo- 
métrie proprement dite, les paradoxes des Eléates nous ont conservé quelque 
trace de telles polémiques; et Archimède, lorsqu'il fait observer ((IV), p. 265) 
que ses prédécesseurs se sont servi en plusieurs circonstances de l’axiome auquel 
nous avons l’habitude de donner son nom, ajoute que ce qui est démontré au 
moyen de cet axiome «a été admis non moins que ce qui est démontré sans lui », et qu’il 
lui suffit que ses propres résultats soient admis au même titre. Platon, conformé- 
ment à ses vues métaphysiques, présente la mathématique comme un moyen 
d'accès à une «vérité en soi», et les objets dont elle traite comme ayant une 
existence propre dans le monde des idées; il n’en caractérise pas moins avec pré- 
cision la méthode mathématique dans un passage célèbre de la République: « Ceux 
qui s'occupent de géométrie et d’arithmetique... supposent le pair et l’impair, trois espèces 
dangles ; ils les traitent comme choses connues ; une fois cela supposé, ils estiment qu’ils n’ont 
plus à en rendre compte ni à eux-mêmes ni aux autres, [le regardant] comme clair à chacun ; 
et, partant de la, ils procèdent par ordre, pour en arriver d’un commun accord au but que leur 
recherche s'était proposé » (Livre VI, 510 c-e). Ce qui constitue la démonstration, 
c’est donc d’abord un point de départ présentant quelque arbitraire (bien que 
«clair à chacun »), et au-delà duquel, dit-il un peu plus loin, on ne cherche pas à 
remonter; ensuite, une démarche qui parcourt par ordre une suite d'étapes 
intermédiaires; enfin, à chaque pas, le consentement de l'interlocuteur garantis- 
sant la correction du raisonnement. Il faut ajouter qu’une fois les axiomes posés, 
aucun nouvel appel à intuition n’est en principe admis: Proclus, citant Géminus, 
rappelle que «nous avons appris des pionniers mêmes de cette science, à ne tenir aucun 
compte de conclusions simplement plausibles lorsqu'il s’agit des raisonnements qui doivent 
faire partie de notre doctrine géométrique » ((III), t. I, p. 203). 

C'est donc à l’expérience et au feu de la critique qu'ont dû s’elaborer les règles 
du raisonnement mathématique; et, s’il est vrai, comme on l’a soutenu d’une 
manière plausible,! que le Livre VIII d’Euclide nous a conservé une partie de 
arithmétique d’Archytas, il n’est pas surprenant d’y voir la raideur de raisonne- 
ment quelque peu pédantesque qui ne manque pas d’apparaitre dans toute 
école mathématique où l’on découvre ou croit découvrir la «rigueur ». Mais, une 
fois entrées dans la pratique des mathématiciens, il ne semble pas que ces règles 
de raisonnement aient jamais été mises en doute jusqu’à une époque toute récente: 
si, chez Aristote et les Stoiciens, certaines de ces règles sont déduites d’autres par 
des schémas de raisonnement, les règles primitives sont toujours admises comme 
évidentes. De même, après être remontés jusqu’aux « hypothèses », « axiomes », 


1 Cf. B. L. van der WAERDEN, Die Arithmetik der Pythagoreer, Math. Ann., te CXX (1947), 
p. 127-158. 
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« postulats » qui leur parurent fournir un fondement solide à la science de leur 
époque (tels par exemple qu’ils ont dû se présenter dans les premiers « Éléments », 
que la tradition attribue à Hippocrate de Chio, vers 450 av. J.-C.), les mathé- 
maticiens grecs de la période classique semblent avoir consacré leurs efforts à la 
découverte de nouveaux résultats plutôt qu’à une critique de ces fondements qui, 
à cette époque, n’aurait pu manquer d’être stérile; et, toute préoccupation 
métaphysique mise à part, c’est de cet accord général entre mathématiciens sur 
les bases de leur science que témoigne le texte de Platon cité ci-dessus. 

D'autre part, les mathématiciens grecs ne semblent pas avoir cru pouvoir 
élucider les « notions premières » qui leur servent de point de départ, ligne droite, 
surface, rapport des grandeurs; s’ils en donnent des « définitions », c’est visiblement 
par acquit de conscience et sans se faire d’illusions sur la portée de celles-ci. Il va 
sans dire qu’en revanche, sur les définitions autres que celles des « notions 
premières » (définitions souvent dites « nominales », et jouant le même rôle que 
nos « symboles abréviateurs »), les mathématiciens et philosophes grecs ont eu des 
idées parfaitement claires. C’est à ce propos qu’intervient explicitement, pour la 
première fois sans doute, la question d’« existence » en mathématique. Aristote ne 
manque pas d'observer qu’une définition n’entraine pas l'existence de la chose 
définie, et qu’il faut là-dessus, soit un postulat, soit une démonstration. Sans doute 
son observation était-elle dérivée de la pratique des mathématiciens; en tout cas 
Euclide prend soin de postuler l'existence du cercle, et de démontrer celle du 
triangle équilatéral, des parallèles, du carré, etc. à mesure qu’il les introduit dans 
ses raisonnements ((III), Livre I); ces démonstrations sont des « constructions »; 
autrement dit, il exhibe, en s'appuyant sur les axiomes, des objets mathématiques 
dont il démontre qu'ils satisfont aux définitions qu’il s’agit de justifier. 

Nous voyons ainsi la mathématique grecque, à l’époque classique, aboutir 
à une sorte de certitude empirique (quelles qu’en puissent être les bases méta- 
physiques chez tel ou tel philosophe); si on ne conçoit pas qu’on puisse mettre en 
question les règles du raisonnement, le succès de la science grecque, et le sentiment 
que l’on a de l’inopportunité d’une révision critique, sont pour beaucoup dans la 
confiance qu’inspirent les axiomes proprement dits, confiance qui est plutôt de 
Pordre de celle (presque illimitée, elle aussi) qu’on attachait au siècle dernier aux 
principes de la physique théorique. C’est d’ailleurs ce que suggère l’adage de 
Pécole « nihil est in intellectu quod non prius fuerit in sensu », contre lequel justement 
s'élève Descartes, comme ne donnant pas de base assez ferme à ce que Descartes 
entendait tirer de l’usage de la raison. 

Il faut descendre jusqu’au début du xix° siècle pour voir les mathématiciens 
revenir de l’arrogance d’un Descartes (sans parler de celle d’un Kant, ou de celle 
d’un Hegel, ce dernier quelque peu en retard, comme il convient, sur la science 
de son époque), à une position aussi nuancée que celle des Grecs. Le premier 


1 Dans sa dissertation inaugurale, il « démontre » qu’il ne peut exister que sept planètes, l’année 
même où on en découvrait une huitième. 
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coup porté aux conceptions classiques est l'édification de la géométrie non- 
euclidienne hyperbolique par Gauss, Lobatschevsky et Bolyai au début du siècle. 
Nous n’entreprendrons pas de retracer ici en détail la genèse de cette découverte, 
aboutissement de nombreuses tentatives infructueuses pour démontrer le postulat 
des parallèles (voir Note hist. de A, IX). Sur le moment, son effet sur 
les principes des mathématiques n’est peut-être pas aussi profond qu’on le dit 
parfois. Elle oblige simplement à abandonner les prétentions du siècle précédent 
à la « vérité absolue » de la géométrie euclidienne, et à plus forte raison, le point 
de vue leibnizien des définitions impliquant les axiomes; ces derniers n’ap- 
paraissent plus du tout comme «évidents », mais bien comme des hypothèses 
dont il s’agit de voir si elles sont adaptées à la représentation mathématique du 
monde sensible. Gauss et Lobatschevsky croient que le débat entre les diverses 
géométries possibles peut être tranché par l'expérience ((XV), p. 76). C’est aussi 
le point de vue de Riemann, dont la célèbre Leçon inaugurale « Sur les hypothèses 
qui servent de fondement à la géométrie » a pour but de fournir un cadre mathématique 
général aux divers phénomènes naturels: « Reste à résoudre », dit-il, « la question de 
savoir en quelle mesure et jusqu’à quel point ces hypothèses se trouvent confirmées par lex- 
périence » ((XIX), p. 284). Mais c’est là un problème qui visiblement n’a plus rien 
à faire avec la Mathématique; et aucun des auteurs précédents ne semble mettre 
en doute que, même si une « géométrie » ne correspond pas à la réalité expéri- 
mentale, ses théorèmes n’en continuent pas moins à être des « vérités mathé- 
matiques ».! 

Toutefois, s’il en est ainsi, ce n’est certes plus à une confiance illimitée en 
l'«intuition géométrique » classique qu’il faut attribuer une telle conviction; la 
description que Riemann cherche à donner des « multiplicités n fois étendues », 
objet de son travail, ne s’appuie sur des considérations « intuitives »? que pour 
arriver à justifier l'introduction des « coordonnées locales »; à partir de ce moment, 
il se sent apparemment en terrain solide, savoir celui de l'Analyse, Mais cette 
dernière est fondée en définitive sur le concept de nombre réel, resté jusque-là de 
nature très intuitive; et les progrès de la théorie des fonctions conduisaient à cet 
égard à des résultats bien troublants: avec les recherches de Riemann lui-même 
sur l'intégration, et plus encore avec les exemples de courbes sans tangente, 
construits par Bolzano et Weierstrass, c’est toute la pathologie des mathématiques 
qui commençait. Depuis un siècle, nous avons vu tant de monstres de cette espèce 
que nous sommes un peu blasés, et qu’il faut accumuler les caractères tératolo- 
giques les plus biscornus pour arriver encore à nous étonner. Mais l'effet produit 
sur la plupart des mathématiciens de xıx® siècle allait du dégoût à la consternation: 


71 Cf. les arguments de Poincaré en faveur de la «simplicité » et de la « commodité » de la géo- 
métrie euclidienne ((XXXIII a), p. 67), ainsi que l’analyse par laquelle, un peu plus loin, il arrive 
à la conclusion que l’expérience ne fournit pas de critère absolu pour le choix d’une géométrie 
plutôt qu'une autre comme cadre des phénomènes naturels. 

2 Encore ce mot n'est-il justifié que pour n < 3; pour de plus grandes valeurs de n, il s’agit en 
réalité d’un raisonnement par analogie. 
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«Comment», se demande H. Poincaré, «/intuition peut-elle nous tromper à ce 
point?» ((XXXIII b), p. 19); et Hermite (non sans une pointe d’humour dont les 
commentateurs de cette phrase célèbre ne semblent pas tous s'être aperçus) 
déclare qu’il se « détourne avec effroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions 
continues qui n’ont point de dérivée » ((XXVIT), t. II, p. 318). Le plus grave était 
qu’on ne pouvait plus mettre ces phénomènes, si contraires au sens commun, sur 
le compte de notions mal élucidées, comme au temps des « indivisibles », puisqu'ils 
survenaient après la réforme de Bolzano, Abel et Cauchy, qui avait permis de 
fonder la notion de limite de façon aussi rigoureuse que la théorie des proportions. 
C’est donc bien au caractère grossier et incomplet de notre intuition géométrique 
qu’il fallait s’en prendre, et on comprend que depuis lors elle soit restée dis- 
créditée à juste titre en tant que moyen de preuve. 

Cette constatation devait inéluctablement réagir sur les mathématiques 
classiques, à commencer par la géométrie. Quelque respect que l’on témoignât à 
la construction axiomatique d’Euclide, on n’avait pas été sans y relever plus d’une 
imperfection, et cela des l’antiquité. C’est le postulat des parallèles qui avait été 
l’objet du plus grand nombre de critiques et de tentatives de démonstration; mais 
les continuateurs et commentateurs d’Euclide avaient aussi cherché à démontrer 
d’autres postulats (notamment celui de l'égalité des angles droits) ou reconnu 
l'insuffisance de certaines définitions, comme celles de la droite ou du plan. Au 
xvr? siècle, Clavius, un éditeur des Elements, note l'absence d’un postulat garantis- 
sant l’existence de la quatrième proportionnelle; de son côté, Leibniz remarque 
qu’Euclide utilise l'intuition géométrique sans le mentionner explicitement, par 
exemple lorsqu'il admet (Éléments, Livre I, prop. 1) que deux cercles dont chacun 
passe par le centre de l’autre ont un point commun ((XII b), t. VII, p. 166). 
Gauss (qui lui-même ne se privait pas de se servir de telles considérations topo- 
logiques) attire l’attention sur le rôle joué dans les constructions euclidiennes par 
la notion d’un point (ou d’une droite) situé «entre » deux autres, notion qui n’est 
cependant pas définie ((XIV), t. VIII, p. 222). Enfin, l’usage des déplacements 
— notamment dans les « cas d'égalité des triangles » — longtemps admis comme 
allant de soi,! devait bientôt apparaître à la critique du xıx® siècle comme 
reposant aussi sur des axiomes non formules. On aboutit ainsi, dans la période 
de 1860 à 1885, à diverses révisions partielles des débuts de la géométrie (Helm- 
holtz, Méray, Houël) tendant à remédier à certaines de ces lacunes. Mais c’est 
seulement chez M. Pasch (XXVIII) que l’abandon de tout appel à l’intuition est 
un programme nettement formulé et suivi avec une parfaite rigucur. Le succès de 
son entreprise lui valut bientôt de nombreux émules qui, principalement entre 
1890 et 1910, donnent des présentations assez variées des axiomes de la géométrie 
euclidienne. Les plus célèbres de ces ouvrages furent celui de Peano, écrit dans 


1 Il faut noter cependant que, dès le xvı® siècle, un commentateur d’Euclide, J. Peletier, proteste 
contre ce moyen de démonstration, en termes voisins de ceux des critiques modernes ((III), t. I, 


p. 249). 
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son langage symbolique (XXIX b), et surtout les « Grundlagen der Geometrie » de 
Hilbert (XXX), parus en 1899, livre qui, par la lucidité et la profondeur de 
l'exposé, devait aussitôt devenir, à juste titre, la charte de l’axiomatique moderne, 
jusqu’à faire oublier ses devanciers. C’est qu’en effet, non content d’y donner un 
système complet d’axiomes pour la géométrie cuclidienne, Hilbert classe ces 
axiomes en divers groupements de nature différente, et s'attache à déterminer la 
portée exacte de chacun de ces groupes d’axiomes, non seulement en développant 
les conséquences logiques de chacun d’eux isolément, mais encore en discutant les 
diverses « géométries » obtenues lorsqu’on supprime ou modifie certains de ces 
axiomes (géométries dont celles de Lobatschevsky et de Riemann n’apparaissent 
plus que comme des cas particuliers!) ; il met ainsi clairement en relief, dans un 
domaine considéré jusque-là comme un des plus proches de la réalité sensible, la 
liberté dont dispose le mathématicien dans le choix de ses postulats. Malgré le 
désarroi causé chez plus d’un philosophe par ces « métagéométries » aux propriétés 
étranges, la thèse des « Grundlagen » fut rapidement adoptée de façon à peu près 
unanime par les mathématiciens; H. Poincaré, pourtant peu suspect de partialité 
en faveur du formalisme, reconnaît en 1902 que les axiomes de la géométrie sont 
des conventions, pour laquelle la notion de « vérité », telle qu’on l'entend d’ha- 
bitude, n’a plus de sens ((XXXIII a), p. 66-67). La «vérité mathématique » 
réside ainsi uniquement dans la déduction logique à partir des prémisses posées 
arbitrairement par les axiomes. Comme on le verra plus loin, la validité des règles 
de raisonnement suivant lesquelles s’opèrent ces déductions devait elle-même 
bientôt être remise en question, amenant ainsi une refonte complète des concep- 
tions de base des mathématiques. 


Objets, modèles, structures 


A) Objets et structures mathématiques. — De l'Antiquité au xıx® siècle, il y a un 
commun accord sur ce que sont les objets principaux du mathématicien; ce sont 
ceux-là mêmes que mentionne Platon dans le passage cité plus haut: les nombres, 
les grandeurs et les figures. Si, au début, il faut y joindre les objets et phénomènes 
dont s'occupent la Mécanique, l’Astronomie, l’Optique et la Musique, ces 
disciplines « mathématiques » sont toujours nettement séparées, chez les Grecs, 
de PArithmétique et de la Géométrie, et à partir de la Renaissance elles accèdent 
assez vite au rang de sciences indépendantes. 

Quelles que soient les nuances philosophiques dont sc colore la conception 
des objets mathématiques chez tel ou tel mathématicien ou philosophe, il y a au 
moins un point sur lequel il y a unanimité; g’cst que ces objets nous sont donnés et 
qu’il n’est pas en notre pouvoir de leur attribuer des propriétés arbitraires, de 


1 Celle qui semble avoir le plus frappé les contemporains est la géométrie « non-archimedienne », 
c’est-à-dire la géométrie ayant pour corps de base un corps ordonné non archimédien (commutatif 
ou non), qui (dans le cas commutatif) avait été introduite quelques années auparavant par Veronese 
(Fondamenti di geometria, Padova, 1891). 
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même qu’un physicien ne peut changer un phénomène naturel. A vrai dire, il 
entre sans doute pour une part dans ces vues des réactions d’ordre psychologique, 
qu’il ne nous appartient pas d'approfondir, mais que connaît bien tout mathé- 
maticien lorsqu'il s’épuise en vains efforts pour saisir une démonstration qui 
semble se dérober sans cesse. De là à assimiler cette résistance aux obstacles que 
nous oppose le monde sensible, il n’y a qu’un pas; et même aujourd’hui, plus d’un, 
qui affiche un intransigeant formalisme, souscrirait volontiers, dans son for in- 
térieur, à cet aveu d’Hermite: « Je crois que les nombres et les fonctions de l’ Analyse 
ne sont pas le produit arbitraire de notre esprit ; je pense qu’ils existent en dehors de nous, avec 
le même caractère de nécessité que les choses de la réalité objective, et nous les rencontrons ou 
les découvrons, et les étudions, comme les physiciens, les chimistes et les zoologistes » 
((XXVII), t. II, p. 398). 

Il n’est pas question, dans la conception classique des mathématiques, de 
s'écarter de l’étude des nombres et des figures; mais cette doctrine officielle, à 
laquelle tout mathématicien se croit tenu d’apporter son adhésion verbale, ne 
laisse pas de constituer peu à peu une gêne intolérable, à mesure que s'accumulent 
les idées nouvelles. L’embarras des algébristes devant les nombres négatifs ne 
cesse guère que lorsque la Géométrie analytique en donne une « interprétation » 
commode; mais, en plein xvın® siècle encore, d’Alembert {pourtant « positiviste » 
convaincu), discutant de la question dans l’ Encyclopédie (XIII), perd courage tout 
à coup après une colonne d’explications assez confuses, et se contente de conclure 
que «les règles des opérations algébriques sur les quantités négatives sont admises générale- 
ment bar tout le monde et reçues généralement comme exactes, quelque idée qu’on attache 
d’ailleurs à ces quantités ». Pour les nombres imaginaires, le scandale est bien plus 
grand encore; car si ce sont des racines « impossibles » et si (jusque vers 1800) on 
ne voit aucun moyen de les « interpréter », comment peut-on sans contradiction 
parler de ces êtres indéfinissables, et surtout pourquoi les introduire ? D’Alembert 
ici garde un silence prudent et ne pose même pas ces questions, sans doute parce 
qu’il reconnaît qu’il ne pourrait y répondre autrement que ne le faisait naïvement 
A. Girard un siècle plus tôt (IX): « On pourroit dire: à quoy sert ces solutions qui sont 
impossibles? Je réponds: pour trois choses, pour la certitude de la reigle générale, et qu'il n'y 
a point d’autres solutions, et pour son utilité. » 

En Analyse, la situation, au xvın® siècle, n’est guère meilleure. C’est une 
heureuse circonstance que la Géométrie analytique soit apparue, comme à point 
nommé, pour donner une « représentation » sous forme de figure géométrique, de 
la grande création du xvu* siècle, la notion de fonction, et aider ainsi puissam- 
ment (chez Fermat, Pascal ou Barrow) à la naissance du Calcul infinitesimal (cf. 
Note hist. de FVR, III). Mais on sait par contre à quelles controverses 
philosophico-mathématiques devaient, donner lieu les notions d’infiniment 
petit et d’indivisible. Et si d’Alembert est ici plus heureux, et reconnaît que dans 
la « métaphysique » du Calcul infinitésimal il n’y a rien d’autre que la notion de 
limite, il ne peut, pas plus que ses contemporains, comprendre le sens véritable 
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des développements en séries divergentes, et expliquer le paradoxe de résultats 
exacts obtenus au bout de calculs sur des expressions dépourvues de toute inter- 
prétation numérique. Enfin, même dans le domaine de la «certitude géo- 
métrique », le cadre euclidien éclate: lorsque Stirling en 1717, n’hésite pas à dire 
qu’une certaine courbe a un « point double imaginaire à l’infini »,! il serait certes 
bien en peine de rattacher un tel «objet » aux notions communément reçues; et 
Poncelet, qui, au début du xıx® siècle, donne un développement considérable à 
de telles idées en fondant la géométrie projective, se contente encore d’invoquer 
comme justification un « principe de continuité » tout métaphysique. 

On conçoit que, dans ces conditions (et au moment même où, paradoxale- 
ment, on proclame avec le plus de force la « vérité absolue » des mathématiques), 
la notion de démonstration semble s’estomper de plus en plus au cours du xvın® 
siècle, puisqu'on est hors d’etat de fixer, à la manière des Grecs, les notions sur 
lesquelles on raisonne, et leurs propriétés fondamentales. Le retour vers la 
rigueur, qui se déclenche au début du xıx® siècle, apporte quelque amélioration 
à cet état de choses, mais n’arrête pas pour autant le flot des notions nouvelles: 
on voit ainsi apparaître en Algèbre les imaginaires de Galois, les nombres idéaux 
de Kummer, que suivent vecteurs et quaternions, espaces n-dimensionnels, multi- 
vecteurs et tenseurs, sans parler de l’algèbre booléienne. Sans doute un des grands 
progrès (qui permet justement le retour à la rigueur, sans rien perdre des con- 
quêtes des âges précédents) est la possibilité de donner des « modèles » de ces nou- 
velles notions en termes plus classiques: les nombres idéaux ou les imaginaires de 
Galois s’interpretent par la théorie des congruences, la géométrie n-dimension- 
nelle n’apparaît (si l’on veut) que comme un pur langage pour exprimer des 
résultats d’algèbre « à n variables »; et pour les nombres imaginaires classiques — 
dont la représentation géométrique par les points d’un plan marque le début de 
cet épanouissement de l’Algèbre — on a bientôt le choix entre ce « modèle » 
géométrique et une interprétation en termes de congruences (cf. Note hist. de 
A, V). Mais les mathématiciens commencent enfin à sentir nettement que c’est 
là lutter contre la pente naturelle où les entraînent leurs travaux, et qu’il doit 
être légitime, en mathématiques, de raisonner sur des objets qui n’ont aucune 
«interprétation » sensible: « I! n’est pas de l'essence de la mathématique », dit Boole 
en 1854, « de s’occuper des idées de nombre et de quantité » ((XVI b), p. 13).? 


1 J. STIRLING, Lineae tertii ordinis Newtonianae... (1717). 

2 Leibniz, à cet égard, apparaît encore comme un précurseur: « la Mathématique universelle » dit-il, 
«est, pour ainsi dire, la Logique de l’imagination », et doit traiter « de tout ce qui, dans le domaine de l’imagina- 
tion, est susceptible de détermination exacte » ((XII c), p. 348; cf. (XII bis), p. 290-291); et pour lui, la 
pièce maîtresse de la Mathématique ainsi conçue est ce qu’il appelle la « Combinatoire » ou « Art des 
formules », par quoi il entend essentiellement la science des relations abstraites entre les objets 
mathématiques. Mais alors que jusque-là les relations considérées en mathématiques étaient presque 
exclusivement des relations de grandeur (égalité, inégalité, proportion) Leibniz conçoit bien d’autres 
types de relations qui, à son avis, auraient dû être étudiées systématiquement par les mathématiciens, 
comme la relation d’inclusion, ou ce qu’il appelle la relation de « détermination » univoque ou 
plurivoque (c’est-à-dire les notions d’application et de correspondance) ((XII bis), p. 307-310). 
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La même préoccupation conduit Grassmann, dans son « Ausdehnungslehre » de 
1844, à présenter son calcul sous une forme d’où les notions de nombre ou d’être 
géométrique sont tout d’abord exclues. Et un peu plus tard, Riemann, dans sa 
Leçon inaugurale, prend soin au début de ne pas parler de « points », mais bien 
de « déterminations » (Bestimmungsweise), dans sa description des « multiplicités 
n fois étendues », et souligne que, dans une telle multiplicité, les «relations 
métriques » (Massverhältnisse) « ne peuvent s’étudier que pour des grandeurs abstraites 
et se représenter que par des formules; sous certaines conditions, on peut cependant les dé- 
composer en relations dont chacune prise isolément est susceptible d’une représentation 
géométrique, et par là il est possible d'exprimer les résultats de calcul sous forme géométrique » 
((XIX), p. 276). 

A partir de ce moment, l'élargissement de la méthode axiomatique est un fait 
acquis. Si, pendant quelque temps encore, on croit utile de contrôler, quand il se 
peut, les résultats « abstraits » par l'intuition géométrique, du moins est-il admis 
que les objets « classiques » ne sont plus les seuls dont le mathématicien puisse 
légitimement faire l'étude. C’est que — justement à cause des multiples « inter- 
prétations » ou « modèles » possibles — on a reconnu que la « nature » des objets 
mathématiques est au fond secondaire, et qu’il importe assez peu, par exemple, 
que l’on présente un résultat comme théorème de géométrie « pure », ou comme 
un théorème d’algebre par le truchement de la géométrie analytique. En d’autres 
termes, l'essence des mathématiques — cette notion fuyante qu'on n’avait pu 
jusqu'alors exprimer que sous des noms vagues tels que «reigle générale» ou 
« métaphysique » — apparaît comme l’étude des relations entre des objets qui ne sont 
plus (volontairement) connus et décrits que par quelques-unes de leurs propriétés, 
celles précisément que l’on met comme axiomes à la base de leur théorie. C’est ce 
qu'avait déjà clairement vu Boole en 1847, quand il écrivait que la mathématique 
traite «des opérations considérées en elles-mêmes, indépendamment des matières diverses 
auxquelles elles peuvent être appliquées » ((KVI a), p. 3). Hankel, en 1867, inaugurant 
Paxiomatisation de l’algèbre, défend une mathématique «purement intellectuelle, 
une pure théorie des formes, qui a pour objet, non la combinaison des grandeurs, ou de leurs 
images, les nombres, mais des choses de la pensée (« Gedankendinge ») auxquelles il peut 





Beaucoup d’autres idées modernes apparaissent sous sa plume à ce propos: il remarque que les 
diverses relations d'équivalence de la géométrie classique ont en commun les propriétés de symétrie 
et de transitivité: il conçoit aussi la notion de relation compatible avec une relation d'équivalence, 
et note expressément qu’une relation quelconque n’a pas nécessairement cette propriété ((XII bis), 
p. 313-315). Bien entendu, il préconise là comme partout l'usage d’un langage formalisé, et introduit 
même un signe destiné à noter une relation indéterminée ((XII bis), p. 301). 

1 Il faut reconnaître que son langage, d'allure très philosophique, n’était guère fait pour séduire 
la plupart des mathématiciens, qui se sentent mal à Paise devant une formule telle que la suivante: 
« La mathématique pure est la science de l'être particulier en tant qu’il est né dans la pensée » (Die Wissenschaft 
des besonderen Seins als eines durch das Denken gewordenen). Mais le contexte fait voir que Grassmann 
entendait par là de façon assez nette la mathématique axiomatique au sens moderne (sauf qu’il suit 
assez curieusement Leibniz en considérant que les bases de cette « science formelle », comme il dit, 
sont les définitions et non les axiomes) ; en tout cas, il insiste, comme Boole, sur le fait que « le nom de 
science des grandeurs ne convient pas à l’ensemble des mathématiques » ({(X VIT), t. I, p. 22-23). 


NOTE HISTORIQUE E IV.53 


correspondre des objets ou relations effectives, bien qu’une telle correspondance ne soit pas 
nécessaire » ((XX), p. 10). Cantor, en 1883, fait écho à cette revendication d’une 
«libre mathématique », en proclamant, que «la mathématique est entièrement libre 
dans son développement, et ses concepts ne sont liés que par la nécessité d’être non contra- 
dictoires, et coordonnés aux concepts antérieurement introduits par des définitions précises » 
((XXV),p. 182). Enfin, la révision de la géométrie euclidienne achève de 
répandre et de populariser ces idées. Pasch lui-même, pourtant encore attaché à 
une certaine « réalité » des êtres géométriques, reconnaît que la géométrie est en 
fait indépendante de leur signification, et consiste purement en l’étude de leurs 
relations ((KXVIIT), p. 90); conception que Hilbert pousse à son terme logique 
en soulignant que les noms mêmes des notions de base d’une théorie mathématique 
peuvent être choisis à volonté, ! et que Poincaré exprime en disant que les axiomes 
sont des « définitions déguisées », renversant ainsi complètement le point de vue 
scolastique. 

On serait donc tenté de dire que la notion moderne de « structure » est acquise 
en substance vers 1900; en fait, il faudra encore une trentaine d’années d’appren- 
tissage pour qu’elle apparaisse en pleine lumière. Il n’est sans doute pas difficile 
de reconnaître des structures de même espèce lorsqu'elles sont de nature assez 
simple; pour la structure de groupe, par exemple, ce point est atteint dès le 
milieu du xıx® siècle. Mais au même moment, on voit encore Hankel lutter — 
sans y parvenir tout à fait — pour dégager les idées générales de corps et d’ex- 
tension, qu'il m'arrive à exprimer que sous forme d’un « principe de permanence » 
à demi métaphysique (XX), et qui seront seulement formulées de façon définitive 
par Steinitz 40 ans plus tard. Surtout il a été assez difficile, en cette matière, de se 
libérer de l'impression que les objets mathématiques nous sont « donnés » avec leur 
structure; et seule une assez longue pratique de l’Analyse fonctionnelle a pu 
familiariser les mathématiciens modernes avec l’idée que, par exemple, il y a 
plusieurs topologies « naturelles » sur les nombres rationnels, et plusieurs mesures 
sur la droite numérique. Avec cette dissociation s’est finalement réalisé le 
passage à la définition générale des structures, telle qu’elle a été donnée dans 
ce Livre. 

B) Modèles et isomorphismes — On aura remarqué à plusieurs reprises l'inter- 
vention de la notion de « modèle » ou d’«interprétation » d’une théorie mathé- 
matique à l’aide d’une autre. Ce n’est pas là une idée récente, et on peut sans 
doute y voir une manifestation sans cesse renaissante d’un sentiment profond de 
l'unité des diverses «sciences mathématiques ». S’il faut tenir pour authentique 
la traditionnelle maxime « Toutes choses sont nombres » des premiers Pythagoriciens, 


1 Suivant une anecdote célèbre, Hilbert exprimait volontiers cette idée en disant que l’on pouvait 
remplacer les mots « point » « draite » et « plan » par « table », « chaise » et « verre à bière » sans rien 
changer à la géométrie. Il est curieux de trouver déjà chez d’Alembert une anticipation de cette 
boutade: « On peut donner aux mots tels sens qu'on veut» écrit-il dans l'Encyclopédie ((XIII), article 
DEFINITION); « [on pourrait] faire à la rigueur des éléments de Géométrie exacts( mais ridicules) en appelant 
triangle ce qu’on appelle ordinairement cercle ». 
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on peut la considérer comme la trace d’une première tentative pour ramener la 
géométrie et l’algèbre de l’époque à l’arithmétique. Bien que la découverte des 
irrationnelles semblât clore pour toujours cette voie, la réaction qu’elle déclencha 
dans les mathématiques grecques fut un second essai de synthèse prenant cette 
fois la géométrie pour base, et y englobant entre autres les méthodes de résolution 
des équations algebriques héritées des Babyloniens.! On sait que cette conception 
devait subsister jusqu’à la réforme fondamentale de R. Bombelli et de Descartes, 
assimilant toute mesure de grandeur à une mesure de longueur (autrement dit, 
à un nombre réel; cf. Note hist. de TG, IV). Mais avec la création de la géométrie 
analytique par Descartes et Fermat, la tendance est de nouveau renversée, et 
une fusion bien plus étroite de la géométrie et de l’algèbre est obtenue, mais cette 
fois au profit de l’algèbre. Du coup, d’ailleurs, Descartes va plus loin, et 
conçoit l’unité essentielle de « toutes ces sciences qu’on nomme communément Mathé- 
matiques... Encore que leurs objets soient différents », dit-il, «elles ne laissent pas de 
s’accorder toutes, en ce qu’elles n’y considèrent autre chose que les divers rapports ou propor- 
tions qui s’y trouvent » ((X), t. VI, p. 19-20).? Toutefois, ce point de vue tendait 
seulement à faire de l’Algèbre la science mathématique fondamentale; conclusion 
contre laquelle proteste vigoureusement Leibniz, qui lui aussi, on l’a vu, conçoit 
une « Mathématique universelle », mais sur un plan bien plus vaste et déjà tout 
proche des idées modernes. Précisant l’« accord» dont parlait Descartes, il 
entrevoit en effet, pour la première fois, la notion générale d’isomorphie {qu'il 
appelle «similitude »), et la possibilité d’« identifier » des relations ou opérations 
isomorphes; il en donne comme exemple l'addition et la multiplication ((XII bis}, 
p. 301-303). Mais ces vues audacieuses restèrent sans écho chez les contemporains, 
et il faut attendre l'élargissement de l’Algèbre qui s'effectue vers le milieu du 
XIX? siècle pour voir s’amorcer la réalisation des rêves leibniziens. Nous avons 
déjà souligné que c’est à ce moment que les « modèles » se multiplient et qu’on 
s’habitue à passer d’une théorie à une autre par simple changement de langage; 
l'exemple le plus frappant en est peut-être la dualité en géométrie projective, où 
la pratique, fréquente à l’époque, d'imprimer face à face, sur deux colonnes, les 
théorèmes « duaux » Pun de l’autre, est sans doute pour beaucoup dans la prise 
de conscience de la notion d’isomorphie. D’un point de vue plus technique, il est 
certain que la notion de groupes isomorphes est connue de Gauss pour les 
groupes commutatifs, de Galois pour les groupes de permutations (cf. Notes hist. 
de A, I et A, III); elle est acquise de façon générale pour des groupes quelconques 


1 L’arithmetique reste toutefois en dehors de cette synthèse; et on sait qu’Euclide, après avoir 
développé la théorie générale des proportions entre grandeurs quelconques, développe indépendam- 
ment la théorie des nombres rationnels, au lieu de les considérer comme cas particuliers de rapports de 
grandeurs. f 

2 I] est assez curieux, à ce propos, de voir Descartes rapprocher de l’arithmetique et des « com- 
binaisons de nombres », les « arts... où Pordre règne davantage, comme sont ceux des artisans qui font de la toile 
ou des tapis, ou ceux des femmes qui brodent ou font de la dentelle » ((X), t. X, p. 403) comme par une antici- 
pation des études modernes sur la symétrie et ses rapports avec la notion de groupe (cf. H. Weyr, 
Symmetry, Princeton Univ. Press, 1952). 
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vers le milieu du xix° siècle.! Par la suite, avec chaque nouveile théorie axio- 
matique, on se trouva naturellement amené à définir une notion d’isomorphisme ; 
mais c’est seulement avec la notion moderne de structure que l’on a finalement 
reconnu que toute structure porte en elle une notion d’isomorphisme, et qu'il 
n’est pas besoin d’en donner une définition particulière pour chaque espèce de 
structure. 

C) L’arithmetisation des mathématiques classiques. — L’usage de plus en plus 
répandu de la notion de « modèle » allait aussi permettre au xıx® siècle de réaliser 
Punification des mathématiques rêvée par les Pythagoriciens. Au début du 
siècle, le nombre entier et la grandeur continue paraissaient toujours aussi incon- 
ciliables que dans antiquité; les nombres réels restaient liés à la notion de gran- 
deur géométrique (tout au moins à celle de longueur), et c’est à cette dernière 
qu’on avait fait appel pour les « modèles » des nombres négatifs et des nombres 
imaginaires. Même le nombre rationnel était traditionnellement rattaché à 
Videe du « partage » d’une grandeur en parties égales; seuls les entiers restaient à 
part, comme des « produits exclusifs de notre esprit » ainsi que dit Gauss en 1832, en 
les opposant à la notion d’espace ((XIV), t. VIII, p. 201). Les premiers efforts 
pour rapprocher l’Arithmétique de l’Analyse portèrent d’abord sur les nombres 
rationnels (positifs et négatifs) et sont düs à Martin Ohm (1822); ils furent repris 
vers 1860 par plusieurs auteurs, notamment Grassmann, Hankel et Weierstrass 
(dans ses cours non publiés); c’est à ce dernier que paraît due l’idée d’obtenir un 
«modèle » des nombres rationnels positifs ou des nombres entiers négatifs en 
considérant des classes de couples d’entiers naturels. Mais le pas le plus important 
restait à faire, à savoir trouver un « modèle » des nombres irrationnels dans la 
théorie des nombres rationnels; vers 1870, c'était devenu un problème urgent, vu 
la nécessité, après la découverte des phénomènes « pathologiques » en Analyse, 
d'éliminer toute trace d’intuition géométrique et de la notion vague de « gran- 
deur » dans la définition des nombres réels. On sait que ce problème fut résolu 
vers cette époque, à peu près simultanément par Cantor, Dedekind, Méray et 
Weierstrass, et suivant des méthodes assez différentes (voir Note hist. de TG, IV). 

A partir de ce moment, les entiers sont devenus le fondement de toutes les 
mathématiques classiques. En outre, les « modèles » fondés sur l’Arithmétique 
acquièrent encore plus d'importance avec l’extension de la methode axiomatique 
et la conception des objets mathématiques comme libres créations de l'esprit. 
Il subsistait en effet une restriction à cette liberté revendiquée par Cantor, la 
question d’« existence » qui avait déjà préoccupé les Grecs, et qui se posait ici de 
façon bien plus pressante, puisque précisément tout appel à une représentation 
intuitive était maintenant abandonné. Nous verrons plus loin de quel maelstrôm 
philosophico-mathématique la notion d’«existence » devait être le centre dans 


3 Le mot même d’« isomorphisme » est introduit dans la théorie des groupes vers la même époque; 
mais au début, il sert à désigner aussi les homomorphismes surjectifs, qualifiés d’« isomorphismes 
mériédriques », alors que les isomorphismes proprement dits sont appelés « isomorphismes holo- 
édriques »; cette terminologie restera en usage jusqu'aux travaux d’E. Noether. 


E IV.56 STRUCTURES 


les premières années du xx° siècle. Mais au xıx® siècle on n’en est pas encore la, et 
démontrer lexistence d’un objet mathématique ayant des propriétés données, 
c'est simplement, comme pour Euclide, « construire » un objet ayant les pro- 
priétés indiquées. C’est à quoi servaient précisément les « modèles » arithmetiques: 
une fois les nombres réels « interprétés » en termes d’entiers, les nombres complexes 
et la géométrie euclidienne l'étaient aussi, grâce à la Géométrie analytique, et il 
en était de même de tous les êtres algébriques nouveaux introduits depuis le 
début du siècle; enfin — découverte qui avait eu un grand retentissement — 
Beltrami et Klein avaient même obtenu des « modèles » euclidiens des géométries 
non-euclidiennes de Lobatschevsky et de Riemann, et par suite « arithmetise » 
(et par là complètement justifié) ces théories qui au premier abord avaient suscité 
tant de méfiance. 

D) L’axiomatisation de l’arithmetique. — Il était dans la ligne de cette évolution 
que l’on se tournât ensuite vers les fondements de l’arithmétique elle-même, et de 
fait c’est ce que l’on constate aux environs de 1880. Il ne semble pas qu’avant le 
xix® siècle on ait cherché à définir l'addition et la multiplication des entiers 
naturels autrement que par un appel direct à l'intuition; Leibniz est le seul qui, 
fidèle à ses principes, signale expressément que des « vérités » aussi « évidentes » 
que 2 + 2 = 4 n’en sont pas moins susceptibles de démonstration si on réfléchit 
aux définitions des nombres qui y figurent ((XIL b), t. IV, p. 403; cf. (XII bis), 
p. 203); et il ne considérait nullement la commutativité de l’addition et de la 
multiplication comme allant de soi.! Mais il ne pousse pas plus loin ses réflexions 
à ce sujet, et vers le milieu du xıx® siècle, aucun progrès n’avait encore été fait 
dans ce sens: Weierstrass lui-même, dont les cours contribuèrent beaucoup à 
répandre le point de vue « arithmétisant », ne paraît pas avoir ressenti le besoin 
d’une clarification logique de la théorie des entiers. Les premiers pas dans cette 
direction semblent dûs à Grassmann, qui, en 1861 ((XVII), t. IH, p. 295) donne 
une définition de l’addition et de la multiplication des entiers, et démontre leurs 
propriétés fondamentales (commutativite, associativité, distributivite) en n’utili- 
sant que l’opération x >x + let Le principe de récurrence. Ce dernier avait été 
clairement conçu et employé pour la première fois au xvir* siècle par B. Pascal ((XI) 
t. III, p. 456) ? — encore qu’on en trouve dans l’ Antiquité des applications plus ou 
moins conscientes — et était couramment utilisé par les mathématiciens depuis la 
seconde moitié du xvır® siècle, Mais ce n’est qu’en 1888 que Dedekind ((XXVI), 
t. III, p. 359-361) énonce un système complet d’axiomes pour l’arithmétique 
(systeme reproduit 3 ans plus tard par Peano et connu d'ordinaire sous son nom 
(XXIX a)), qui comprenait en particulier une formulation précise du principe 
de récurrence (que Grassmann emploie encore sans l’énoncer explicitement). 

1 Comme exemple d'opérations non commutatives, il indique la soustraction, la division et 
l’exponentiation ((XII b), t. VII, p. 31); il avait même un moment essayé d’introduire de telles 
opérations dans son calcul logique ((XII bis), p. 353). 


2 Voir H. FREUDENTHAL, Zur Geschichte der vollständigen Induktion, Arch. Int. Hist. Sci., t. 
XXIII (1953), p. 17. 
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Avec cette axiomatisation, il semblait que l’on eût atteint les fondements 
définitifs des mathématiques. En fait, au moment même où l’on formulait 
clairement les axioms de l’arithmétique, celle-ci, pour beaucoup de mathé- 
maticiens (à commencer par Dedekind et Peano eux-mêmes) était déjà déchue 
de ce rôle de science primordiale, en faveur de la dernière venue des théories 
mathématiques, la théorie des ensembles; et les controverses qui allaient se 
dérouler autour de la notion d’entier ne peuvent être isolées de la grande « crise 
des fondements » des années 1900-1930. 


La théorie des ensembles. 


On peut dire que de tout temps, mathématiciens et philosophes ont utilisé 
des raisonnements de théorie des ensembles de façon plus ou moins consciente; 
mais dans l’histoire de leurs conceptions à ce sujet, il faut nettement séparer toutes 
les questions liées à l’idée de nombre cardinal (et en particulier à la notion 
d’infini) de celles qui ne font intervenir que les notions d’appartenance ct 
d’inclusion. Ces dernières sont des plus intuitives et ne paraissent jamais avoir 
soulevé de controverses: c’est sur elles qu’on peut le plus facilement fonder une 
théorie du syllogisme (comme devaient le montrer Leibniz et Euler), ou des 
axiomes comme «le tout est plus grand que la partie », sans parler de ce qui, en 
géométrie, concerne les intersections de courbes et de surfaces. Jusqu’à la fin du 
xIx? siècle, on ne fait non plus aucune difficulté pour parler de Fensemble (ou 
«classe » chez certains auteurs) des objets possédant telle ou telle propriété 
donnée! ; et la « définition » célèbre donnée par Cantor (« Par ensemble on entend 
un groupement en un tout d'objets bien distincts de notre intuition ou de notre pensée » (XXV), 
p. 282) ne soulèvera, au moment de sa publication, à peu près aucune objection. 
Il en est tout autrement dès qu’à la notion d’ensemble viennent se mêler celles de 
nombre ou de grandeur. La question de la divisibilité indéfinie de l’étendue (sans 
doute posée dès les premiers Pythagoriciens) devait, comme on sait, conduire à 
des difficultés philosophiques considérables: des Eléates à Bolzano et Cantor, 
mathématiciens et philosophes se heurteront sans succès au paradoxe de la 
grandeur finie composée d’une infinité de points dépourvus de grandeur. Il 
serait sans intérêt pour nous de retracer, même sommairement, les polémiques 
interminables et passionnées que suscite ce problème, qui constituait un terrain 
particulièrement favorable aux divagations métaphysiques ou théologiques; 
notons seulement le point de vue auquel, dès l Antiquité, s'arrêtent la plupart des 
mathématiciens. Il consiste essentiellement à refuser le débat, faute de pouvoir le 
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1 Nous avons vu plus haut que Boole n’hésite même pas à introduire dans son calcul logique 
Pa Univers » 1, ensemble de tous les objets; il ne semble pas qu’à l’époque on ait critiqué cette con- 
ception, bien qu’elle soit rejetée par Aristote, qui donne une démonstration, assez obscure, visant à 
en prouver l'absurdité {(11), Met. B., 3, 998 b). 

2 Frege semble être un des rares mathématiciens contemporains qui, non sans raison, se soil 
élevé contre le vague de semblables « définitions » ((XXIV c), t. I, p. 2). 
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trancher de façon irréfutable — attitude que nous retrouverons chez les forma- 
listes modernes: de même que ces derniers s’arrangent pour éliminer toute inter- 
vention d’ensembles « paradoxaux » (voir ci-dessous, IV, pp. 63-64) les mathéma- 
ticiens classiques évitent soigneusement d’introduire dans leurs raisonnements 
P« infini actuel» (c'est-à-dire des ensembles comportant une infinité d’objets 
conçus comme existant simultanément, au moins dans la pensée), et se contentent 
de l’«infini potentiel », c’est-à-dire de la possibilité d'augmenter toute grandeur 
donnée (ou de la diminuer s'il s’agit d’une grandeur « continue »).! Si ce point de 
vue comportait une certaine dose d’hypocrisie,? il permettait toutefois de dévelop- 
per la plus grande partie de la mathématique classique (y compris la théorie des 
proportions et plus tard le Calcul infinitésimal) ?; il paraissait même un excellent 
garde-fou, surtout après les querelles suscitées par les infiniment petits, et était 
devenu un dogme à peu près universellement admis jusque bien avant dans le 
xIx? siècle. 

Un premier germe de la notion générale d’équipotence apparaît dans une 
remarque de Galilée ((VIII), t. VIII, p. 78-80): il observe que l’application 
n > n? établit une correspondance biunivoque entre les entiers naturels et leurs 
carrés et par suite que l’axiome «le tout est plus grand que la partie » ne saurait 
s'appliquer aux ensembles infinis. Mais bien loin d’inaugurer une étude ration- 
nelle des ensembles infinis, cette remarque ne paraît avoir eu d’autre effet que de 
renforcer la méfiance vis-à-vis de l'infini actuel; c’est déjà la conclusion de Galilée 
lui-même, et Cauchy, en 1833, ne le cite que pour approuver son attitude. 

Les nécessités de l’Analyse — et particulièrement létude approfondie des 


1 Un exemple typique de cette conception est l’énoncé d’Euclide: « Pour toute quantité donnée de 
nombres premiers, il y en a un plus grand » que nous exprimons aujourd’hui en disant que l’ensemble des 
nombres premiers est infini. 

2 Classiquement, on a évidemment le droit de dire qu’un point appartient à une droite, mais tirer 
‘de là la conclusion qu’une droite est « composée de points » serait violer le tabou de l'infini actuel, et 
Aristote consacre de long développements à justifier cette interdiction. C’est vraisemblablement pour 
échapper à toute objection de ce genre qu’au xIx? siècle, beaucoup de mathématiciens évitent de 
parler d’ensembles, et raisonnent systématiquement «en compréhension »; par exemple, Galois ne 
parle pas de corps de nombres, mais seulement des propriétés communes à tous les éléments d’un tel 
corps. Même Pasch et Hilbert, dans leurs présentations axiomatiques de la géométrie euclidienne, 
s’abstiennent encore de dire que les droites et plans sont des ensembles de points; Peano est le seul 
qui utilise librement le langage de la théorie des ensembles en géométrie élémentaire, 

® Il faut voir sans doute la raison de ce fait dans la circonstance que les ensembles envisagés dans 
les mathématiques classiques appartiennent à un petit nombre de types simples, et peuvent pour la 
plupart être complètement décrits par un nombre fini de « paramètres » numériques, si bien que 
leur considération se ramène en définitive à celle d’un ensemble fini de nombres (il en est ainsi par 
exemple des courbes et surfaces algébriques, qui pendant longtemps sont à peu près seules à con- 
stituer les « figures » de la géométrie classique). Avant que les progrès de l’Analyse n’imposent, au 
Xix* siècle, la considération de parties arbitraires de la droite ou de R”, on ne trouve que rarement des 
ensembles qui s’ecartent des types précédents; par exemple, Leibniz, toujours original, envisage 
comme « lieu géométrique » le disque fermé privé de son centre, ou (par un curieux pressentiment de 
la théorie des idéaux) considère qu’en arithmétique un entier est «le genre » de l’ensemble de ses 
multiples, et remarque que l’ensemble des multiples de 6 est l’intersection de l’ensemble des multiples 
de 2 et de l’ensemble des multiples de 3 ((XII b}, t. VII, p. 292). A partir du début du xrx° siècle, 
on se familiarise, en algèbre et en théorie des nombres, avec les ensembles de ce dernier type, comme 
les classes de formes quadratiques, introduites par Gauss, ou les corps et idéaux, définis par Dedekind 
avant la révolution cantorienne. 
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fonctions de variables réelles, qui se poursuit durant tout le xıx® siècle — sont à 
l'origine de ce qui allait devenir la théorie moderne des ensembles. Lorsque 
Bolzano, en 1817, démontre l'existence de la borne inférieure d’un ensemble 
minoré dans R, il raisonne encore, comme la plupart de ses contemporains, «en 
compréhension », parlant non pas d’un ensemble quelconque de nombres réels, 
mais d’une propriété arbitraire de ces derniers. Mais quand, 30 ans plus tard, il 
rédige ses « Paradoxien des Unendlichen » (XVIII) (publiés en 1851, trois ans 
après sa mort), il n'hésite pas à revendiquer le droit à l’existence pour P« infini 
actuel » et à parler d’ensembles arbitraires. Il définit, dans ce travail, la notion 
générale d’équipotence de deux ensembles, et démontre que deux intervalles 
compacts dans R non réduits à un point sont équipotents; il observe aussi que la 
différence caractéristique entre ensembles finis et ensembles infinis consiste en ce 
qu’un ensemble infini E est équipotent à un sous-ensemble distinct de E, mais il ne 
donne aucune démonstration convaincante de cette assertion. Le ton général 
de cet ouvrage est d’ailleurs beaucoup plus philosophique que mathématique, et 
faute de dissocier de façon suffisamment nette la notion de puissance d’un ensem- 
ble de celle de grandeur ou d’ordre d’infinitude, Bolzano échoue dans ses tenta- 
tives pour former des ensembles infinis de puissances de plus en plus grandes, et se 
laisse entraîner à cette occasion à mêler à ses raisonnements des considérations sur 
les séries divergentes qui sont totalement dépourvues de sens. 

C’est au génie de G. Cantor qu’est due la création de la théorie des ensembles 
telle qu’on l’entend aujourd’hui. Lui aussi part de l’Analyse, et ses travaux sur les 
séries trigonométriques, inspirés par ceux de Riemann, l’amènent naturellement, 
en 1872, à un premier essai de classification des ensembles « exceptionnels » qui se 
présentent dans cette théorie,! au moyen de la notion d’« ensembles dérivés » 
successifs, qu’il introduit à cette occasion. Cest sans doute à propos de ces 
recherches, et aussi de sa méthode pour définir les nombres réels, que Cantor 
commence à s'intéresser aux problèmes d’équipotence, car en 1873 il remarque 
que l’ensemble des nombres rationnels (ou l’ensemble des nombres algébriques) 
est dénombrable; et dans sa correspondance avec Dedekind, qui débute vers cette 
date (XXV bis), on le voit poser la question de l’équipotence entre l’ensemble des 
entiers et l’ensemble des nombres réels, qu’il parvient à résoudre par la négative 
quelques semaines plus tard. Puis, dès 1874, c’est le problème de la dimension qui 
le préoccupe, et pendant trois ans, il cherche en vain à établir l'impossibilité d’une 
correspondance biunivoque entre R et R” (n > 1), avant d’arriver, à sa propre 
stupéfaction,? à définir une telle correspondance. En possession de ces résultats 
aussi nouveaux que surprenants, il se consacre entièrement à la théorie des en- 
sembles. Dans une série de 6 mémoires publiés aux Mathematische Annalen entre 
1878 et 1884, il aborde à la fois les problèmes d’équipotence, la théorie des 


+o 
1 Il s’agit des ensembles E € R tels que, si une série trigonométrique © ce"i* converge vers 0 


sauf aux points de E, on ait nécessairement €, = 0 pour tout n ((XXV), p. 99). 
2 « Je le vois, mais je ne le crois pas » écrit-il à Dedekind ((XXV bis), p. 34; en français dans le texte). 
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ensembles totalement ordonnés, les propriétés topologiques de R et de R” et le 
problème de la mesure; ct il est admirable de voir avec quelle netteté se dégagent 
peu à peu, entre ses mains, ces notions qui paraissaient si inextricablement 
enchevêtrées dans la conception classique du «continu ». Des 1880, il a l’idée 
d’iterer « transfiniment » la formation des « ensembles dérivés »; mais cette idée 
ne prend corps que deux ans plus tard, avec l’introduction des ensembles bien 
ordonnés, une des découvertes les plus originales de Cantor, grâce à laquelle il 
peut aborder une étude détaillée des nombres cardinaux et formuler le « problème 
du continu » (XXV). 

Il était impossible que des conceptions aussi hardies, renversant une tradition 
deux fois millénaire, et conduisant à des résultats aussi inattendus et d'apparence 
si paradoxale, fussent acceptées sans résistance. De fait, parmi les mathématiciens 
alors influents en Allemagne, Weierstrass fut le seul à suivre avec quelque faveur 
les travaux de Cantor (son ancien élève); ce dernier devait se heurter par contre 
à opposition irréductible de Schwarz et surtout de Kronecker.! C’est, semble-t-il, 
autant la tension constante engendrée par l'opposition à ses idées, que ses efforts 
infructueux pour démontrer l'hypothèse du continu, qui amenèrent chez Cantor 
les premiers symptômes d’une maladie nerveuse dont sa productivité mathé- 
matique devait se ressentir? Il ne reprit vraiment intérêt à la théorie des ensem- 
bles que vers 1887, et ses dernières publications datent de 1895-97; il y développe 
surtout la théorie des ensembles totalement ordonnés et le calcul des ordinaux. I! 
avait aussi démontré en 1890 l'inégalité m < 2"; cependant, non seulement le 
problème du continu restait sans réponse, mais il subsistait dans la théorie des 
cardinaux une lacune plus sérieuse, car Cantor n’avait pu établir l’existence d’une 
relation de bon ordre entre cardinaux quelconques. Cette lacune devait être 
comblée, d’une part par le théorème de F. Bernstein (1897) montrant que les 
relations a < b et b < a entrainent a = b, et surtout par le théorème de 
Zermelo (XX XVI a) prouvant l'existence d’un bon ordre sur tout ensemble — 
théorème conjecturé dès 1883 par Cantor ((XXV), p. 169). 

Cependant Dedekind, dès le début, n’avait cessé de suivre avec un intérêt 
soutenu les recherches de Cantor; mais alors que ce dernier concentrait son 
attention sur les ensembles infinis et leur classification, Dedekind poursuivait ses 
propres réflexions sur la notion de nombre (qui l’avaient déjà conduit à sa défini- 
tion des nombres irrationnels par les « coupures »). Dans son opuscule Was sind 
und was sollen die Zahlen, publié en 1888, mais dont l'essentiel date de 1872-78 
(XXVI), t. III, p. 335), il montre comment la notion d’entier naturel (sur la- 

t Les contemporains de Kronecker ont fait de fréquentes allusions à sa position doctrinale sur les 
fondements des mathématiques; il est à présumer qu’il s’est exprimé plus explicitement dans les 
contacts personnels que dans ses publications (où, en ce qui concerne le rôle des entiers naturels, il ne 
fait que reprendre des remarques sur l’« arithmetisation », assez banales vers 1880) (cf. H. WEBER, 
Leopold Kronecker, Math. Ann., t. XLIII, (1893), p. 1-25, en particulier p. 14-15). 

? Sur cette période de la vie de Cantor, voir A. SCHOENFLIEs, Acta Math.. t. L (1928), p. 1-23. 


3 Ce théorème avait déjà été obtenu par Dedekind en 1887, mais sa démonstration ne fut pas 
publiée ((XXVI), t. III, p. 447). 
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quelle, on l'a vu, avait fini par reposer toute la Mathématique classique) pouvait 
elle-même être dérivée des notions fondamentales de la théorie des ensembles. 
Développant (sans doute le premier de façon explicite) les propriétés élémentaires 
des applications quelconques d’un ensemble dans un autre (negligees jusque-là 
par Cantor, qui ne s’intéressait qu’aux correspondances biunivoques), il introduit, 
pour tout application f d’un ensemble E dans lui-même, la notion de « chaîne » 
d’un élément a € E relativement à f, savoir l'intersection des ensembles K € E 
tels que ae K et f(K) € K+ Il prend ensuite comme définition d’un ensemble 
infini E le fait qu’il existe une application injective © de E dans E telle que 
o(E) # E2; si en outre il existe une telle application ọ et un élément a ¢ o(E) 


pour lequel E soit la chaine de a, Dedekind dit que E est «simplement infini », 
remarque que les «axiomes de Peano » sont alors vérifiés et montre (avant 
Peano) comment à partir de la s’obtiennent tous les théorèmes élémentaires 
d’arithmétique. Seul manque à son exposé l’axiome de l'infini, que Dedekind 
(à la suite de Bolzano) croit pouvoir démontrer en considérant le « monde des 
pensées » humaines (« Gedankenwelt ») comme un ensemble.’ 

D'un autre côté, Dedekind avait été amené par ses travaux d’arithmetique 
(et notamment la théorie des idéaux) à envisager la notion d’ensemble ordonné 
sous un aspect plus général que Cantor. Alors que ce dernier se borne exclusive- 
ment aux ensembles totalement ordonnes,* Dedekind aborde le cas général, et 
fait notamment une étude approfondie des ensembles réticulés ((KXVI), t. II, 
p. 236-271). Ces travaux ne furent guère remarqués à l’époque; bien que leurs 
résultats, retrouvés par divers auteurs, aient fait l’objet de nombreuses publica- 
tions depuis 1935, leur importance historique tient bien moins aux possibilités 
d'application, assez minces sans doute, de cette théorie, qu’au fait qu'ils ont 


1 C’est sur une notion très analogue que repose la seconde démonstration donnée par Zermelo de 
son théorème ((XXXVI b); voir III, p. 75, exerc. 6). 

2 Nous avons vu que Bolzano avait déjà noté cette caractérisation des ensembles infinis, mais son 
travail (assez peu répandu, semble-t-il, dans les milieux mathématiques) était inconnu de Dedekind 
au moment où celui-ci écrivait « Was sind und was sollen die Zahlen ». 

3 Une autre méthode pour définir la notion d’entier naturel et pour en établir les propriétés 
fondamentales avait été proposée par Frege en 1884 (XXIV 6). Il cherche tout d’abord à donner à 
la notion de cardinal d’un ensemble un sens plus précis que Cantor; à cette époque ce dernier n’avait 
défini que les notions d’ensembles équipotents et d'ensemble ayant une puissance au plus égale à 
celle d’un autre, et la définition de « nombre cardinal » qu’il devait donner plus tard ((XXV), p. 282) 
est aussi obscure et inutilisable que la définition de la droite chez Euclide. Frege, toujours soucieux de 
précision, a l’idée de prendre comme définition du cardinal d’un ensemble A l’ensemble de tous les 
ensembles équipotents à A ((XXIV b), § 68); puis, ayant défini o{a) = a + 1 pour tout cardinal 
(8 76), il se place dans l’ensemble C de tous les cardinaux, et définit la relation « D est un p-successeur 
de a» comme signifiant que b appartient à l'intersection de tous les ensembles X € C tels que 
g(a)eX et p{X) € X ($ 79). Enfin, il définit un entier naturel comme un g-successeur de 0 ($ 83; 
toutes ces définitions sont bien entendu exprimées par Frege dans son langage de la « logique des 
concepts »). Malheureusement, cette construction devait se révéler défectueuse, l’ensemble C et l’en- 
semble des ensembles équipotents à un ensemble A étant « paradoxaux » (voir ci-dessous). 

4 Il est curieux de noter que, parmi ces derniers, Cantor ne voulut jamais admettre l’existence des 
groupes ordonnés «non archimédiens » parce qu’ils introduisaient la notion d’«infiniment petit 
actuel » ((XXV), p. 156 et 172). De telles relations d’ordre s'étaient naturellement présentées dans 
les recherches de Du Bois-Reymond sur les ordres d’infinitude (cf. Note hist. de FVR, VI) et furent 
étudiées de façon systématique par Veronese (Fundamenta di geometria, Padova, 1891). 
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constitué un des premiers exemples de construction axiomatique soignée. Par 
contre, les premiers résultats de Cantor sur les ensembles dénombrables ou ayant 
la puissance du continu devaient rapidement avoir de multiples et importantes 
applications jusque dans les questions les plus classiques de l’Analyse! (sans parler 
naturellement des parties de l’œuvre cantorienne qui inauguraient la Topologie 
générale et la théorie de la mesure; voir là-dessus les Notes historiques de TG 
et INT). En outre, dès les dernières années du xıx® siècle apparaissent les pre- 
mières utilisations du principe d’induction transfinice, devenu, surtout après la 
démonstration du théorème de Zermelo, un outil indispensable dans toutes les 
parties des mathématiques modernes. Kuratowski devait, en 1922, donner une 
version souvent plus maniable de ce principe, évitant l’utilisation des ensembles 
bien ordonnés ((XL), p. 89); c’est sous cette forme, retrouvée plus tard par Zorn 
(XLV), qu’il est principalement employé à l’époque actuelle.? 

Vers la fin du xıx® siècle, les conceptions essentielles de Cantor avaient donc 
gain de cause.® Nous avons vu que, vers cette même époque, la formalisation des 
mathématiques s'achève et que l'emploi de la méthode axiomatique est à peu 
près universellement admis. En d’autres termes, le travail intense des années 
1875-1895 avait mis les mathématiciens en possession de essentiel des matières 
exposées dans ce Livre. Cependant, c’est à cette même époque que s’ouvrait 
une «crise des fondements » d’une rare violence, qui allait secouer le monde 
mathématique pendant plus de 30 ans, et sembler par moments compromettre, 
non seulement toutes ces acquisitions récentes, mais même les parties les plus 
classiques de la Mathématique. 


Les paradoxes de la théorie des ensembles et la crise des fondements 


Les premiers ensembles « paradoxaux » apparurent dans la théorie des 


cardinaux et des ordinaux. En 1897, Burali-Forti remarque que l’on ne peut 


considérer qu’il existe un ensemble formé de tous les ordinaux, car cet ensemble 
serait bien ordonné, et par suite isomorphe à un de ses segments distincts de lui- 
même, ce qui est absurde.* En 1899, Cantor observe (dans une lettre à Dedekind) 
que l’on ne peut non plus dire que les cardinaux forment un ensemble, ni parler 


1 Dès 1874, Weierstrass avait signalé, dans une lettre à Du Bois-Reymond, une application aux 
fonctions de variable réelle du théorème de Cantor sur la possibilité de ranger les nombres rationnels 
en une suite (Acta Math., t. XXX (1924), p. 206). 

2 De ce fait, l'intérêt qui s’attachait aux ordinaux de Cantor a beaucoup décru; d’une façon 
générale, d’ailleurs, beaucoup des résultats de Cantor et de ses successeurs sur l’arithmétique des 
ordinaux et les cardinaux non dénombrables sont jusqu'ici restés assez isolés. 

3 La consécration officielle de la théorie des ensembles se manifeste dès le premier Congrès 
international des mathématiciens (Zurich, 1897), ‘où Hadamard et Hurwitz en signalent d’im- 
portantes applications à l'Analyse. L'influence grandissante de Hilbert à cette époque contribua 
beaucoup à répandre les idées de Cantor, surtout en Allemagne. 

* C. BuraLi-FoRTI, Sopra un teorema del Sig. G. Cantor, Atti Acad. Torino, t. XX XII (1896-97), 
p. 229-237. Cette remarque avait déjà été faite par Cantor en 1896 (dans une lettre à Hilbert, non 
publiée). 
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de «l’ensemble de tous les ensembles » sans aboutir à une contradiction (l’ensemble 
des parties de ce dernier « ensemble » Q serait équipotent à une partie de Q, ce 
qui est contraire à l'inégalité m < 2") ((XXV), p. 444-448). En 1905 enfin, 
Russell, analysant la démonstration de cette inégalité, montre que le raisonne- 
ment qui l’établit prouve (sans faire appel à la théorie des cardinaux) que la 
notion de « l’ensemble des ensembles qui ne sont pas éléments d'eux-mêmes » est, 
elle aussi, contradictoire (XXXVII).! 

On pouvait penser que de telles « antinomies » ne se manifesteraient que dans 
des régions périphériques des mathématiques, caractérisées par la considération 
d'ensembles d’une « grandeur » inaccessible à l'intuition. Mais d’autres « para- 
doxes » devaient bientôt menacer les parties les plus classiques des mathématiques. 
Berry et Russell (XXXVII), simplifiant un raisonnement de J. Richard 
(XXXIV), observent en effet que l’ensemble des entiers dont la définition peut 
s'exprimer en moins de seize mots français est fini, mais qu’il est cependant con- 
tradictoire de définir un entier comme « le plus petit entier qui n’est pas définis- 
sable en moins de seize mots français », car cette définition ne comporte que 
quinze mots. 

Bien que de tels raisonnements, si éloignés de l’usage courant des mathé- 
maticiens, aient pu paraître à beaucoup d’entre eux comme des sortes de calem- 
bours, ils n’en indiquaient pas moins la nécessité d’une révision des bases des 
mathématiques, destinée à éliminer les « paradoxes » de cette nature. Mais s’il y 
avait unanimité sur l’urgence de cette révision, des divergences radicales devaient 
bientôt surgir touchant la manière de la réaliser. Pour un premier groupe de 
mathématiciens, soit « idealistes », soit « formalistes »,? la situation créée par les 
« paradoxes » de la théorie des ensembles est très analogue à celle qui résultait, 
en géométrie, de la découverte des géométries non-euclidiennes ou des courbes 
« pathologiques » (comme les courbes sans tangente); elle doit conduire à une 
conclusion semblable, mais plus générale, savoir qu'il est vain de chercher à 
fonder une théorie mathématique quelconque par un appel (explicite ou non) à 
l« intuition ». On peut résumer cette position avec les mots mêmes du principal 
adversaire de l’école formaliste: « Le formaliste », dit Brouwer ((XXXVIII a), p. 
83), «soutient que la raison humaine n’a pas à sa disposition d'images exactes des lignes 
droites ou des nombres supérieurs à dix, par exemple... Il est vrai que de certaines relations 
entre entités mathématiques, que nous prenons comme axiomes, nous déduisons d’autres 
relations d’après des règles fixes, avec la conviction que de cette façon nous dérivons des 


! Le raisonnement de Russell est à rapprocher des paradoxes antiques dont le type est le célèbre 
« Menteur », sujet d'innombrables commentaires dans la Logique formelle classique: il s’agit de 
savoir si l’homme qui dit « Je mens » dit ou non la vérité en prononçant ces paroles (cf. A. Rüsrow, 
Der Lügner, Diss. Erlangen, 1910). 

2 Les divergences entre ces deux écoles sont surtout d’ordre philosophique, et nous ne pouvons ici 
entrer dans plus de détails à ce sujet; l’essentiel est qu’elles se rejoignent sur le terrain proprement 
mathématique. Par exemple, Hadamard, représentant typique des « idéalistes », adopte, en ce qui 
concerne la validité des raisonnements de théorie des ensembles, un point de vue très voisin des 
formalistes, mais sans l’exprimer sous une forme axiomatique ((XXXV), p. 271). 
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vérités d’autres vérités par un raisonnement logique. . . [Mais] pour le formaliste, l exactitude 
mathématique ne réside que dans le développement de la suite des relations, et est indépendante 
de la signification que l’on pourrait vouloir donner à ces relations ou aux entités qu’elles 
relient. » 

Il s’agit donc, pour le formaliste, de donner à la théorie des ensembles une 
base axiomatique tout à fait analogue à celle de la géométrie élémentaire, où 
on ne s'occupe pas de savoir ce que sont les « choses » que l’on appelle « ensem- 
bles », ni ce que signifie la relation xey, mais où on énumère les conditions 
imposées à cette dernière relation; bien entendu, cela doit être fait de façon à 
inclure, autant que possible, tous les résultats de la théorie de Cantor, tout en 
rendant impossible l'existence des ensembles « paradoxaux ». Le premier exemple 
d'une telle axiomatisation fut donné par Zermelo en 1908 (XXXVI c); il évite 
les ensembles «trop grands» par l'introduction d'un «axiome de sélection 
(Aussonderung) », une propriété Pix! ne déterminant un ensemble formé des 
éléments qui la possèdent que si Pix} entraîne déjà une relation de la forme 
x € A.! Mais l'élimination des paradoxes analogues au « paradoxe de Richard » 
ne pouvait se faire qu’en restreignant le sens attaché à la notion de « propriété »; 
là-dessus, Zermelo se contente de décrire de façon fort vague un type de propriétés 
qu’il appelle « definit », et d'indiquer qu'il faut se limiter à ces dernières dans 
Papplication de l’axiome de sélection. Ce point fut précisé par Skolem (XXXIX) 
et Fraenkel (XLI)?; comme l’observerent ceux-ci, son élucidation exige qu’on se 
place dans un systeme complètement formalisé (comme celui décrit dans les 
chap. I et Il de ce Livre), où les notions de « propriété » et de « relation » ont perdu 
toute «signification » ct sont devenues de simples désignations pour des assem- 
blages formés suivant des règles explicites. Cela nécessite bien entendu qu’on 
fasse entrer dans le système les règles de Logique utilisées, ce qui n’était pas encore 
le cas dans le système de Zermelo-Fraenkel; à cela près, c’est essentiellement ce 
dernier système qui a été décrit aux chap. I et H. 

D’autres axiomatisations de la théorie des ensembles ont été proposées par 
la suite. Citons principalement celle de von Neumann (XLIII a) et b)) qui, plus 
que le système de Zermelo-Fraenkel, se rapproche de la conception primitive de 
Cantor: ce dernier, pour éviter les ensembles paradoxaux, avait déjà proposé 
((XXV), p. 445-448), dans sa correspondance avec Dedekind, de distinguer 
deux sortes d’ensembles, les « multiplicites » (« Vielheiten ») et les « ensembles » 
(« Mengen ») proprement dits, les seconds se caractérisant en ce qu’ils peuvent 


1 Par exemple, le paradoxe de Russell ne deviendrait valable dans le systeme de Zermelo que si 
Pon y demontrait la relation (4z)((x ¢ x) = (x € z)); bien entendu, une telle démonstration, si l’on 
venait à l’obtenir, aurait pour conséquence immédiate la nécessité d’une modification substantielle 
du système en question. 

2 Skolem (XXXIX) et Fraenkel (XLI) ont aussi remarqué que les axiomes de Zermelo ne per- 
mettaient pas de démontrer, par exemple, l'existence de cardinaux non denombrables m tels que, 
pour tout cardinaln < M, on ait 2" < m. On a vu (III, p. 90, exerc. 21) qu’en renforçant l’axiome 
de selection (schéma S8, II, p. 4), on peut démontrer l’existence de tels cardinaux; l’axiome ainsi 
introduit est une variante de ceux proposés par Skolem et Fraenkel. 
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être pensés comme un seul objet. C’est cette idée que précise von Neumann en 
distinguant deux types d’objets, les «ensembles » et les «classes »; dans son 
système (a peu près complètement formalisé), les classes se distinguent des ensem- 
bles en ce qu’elles ne peuvent être placées à gauche du signe €. Un des avantages 
d’un tel systeme est qu’il réhabilite la notion de « classe universelle » utilisée par 
les logiciens du xix° siècle {qui naturellement n’est pas un ensemble); signalons 
aussi que le système de von Neumann évite (pour la théorie des ensembles) 
introduction de schémas d’axiomes, remplacés par des axiomes convenables (ce 
qui en rend l'étude logique plus facile). Des variantes du système de von Neumann 
ont été données par Bernays et Gödel (XLIV b). 

L’elimination des paradoxes semble bien obtenue par les systèmes précédents, 
mais au prix de restrictions qui ne peuvent manquer de paraître très arbitraires. 
A la décharge du systeme de Zermelo-Fraenkel, on peut dire qu’il se borne à 
formuler des interdictions qui ne font que sanctionner la pratique courante dans 
les applications de la notion d'ensemble aux diverses théories mathématiques. Les 
systèmes de von Neumann et de Güdel sont plus éloignés des conceptions usuelles ; 
en revanche, il n’est pas exclu qu’il soit plus aisé d’insérer certaines théories 
mathématiques encore à leur début dans le cadre fourni par de tels systèmes 
plutôt que dans le cadre plus étroit du système de Zermelo-Fraenkel. 

On ne saurait certes affirmer qu'aucune de ces solutions donne l'impression 
d’être définitive. Si elles satisfont les formalistes, c’est que ces derniers refusent 
de prendre en considération les réactions psychologiques individuelles de chaque 
mathématicien; ils estiment qu’un langage formalisé a rempli sa tâche lorsqu'il 
peut transcrire les raisonnements mathématiques sous une forme dépourvue 
d’ambiguite, et servir ainsi de véhicule à la pensée mathématique; libre à chacun, 
diraient-ils, de penser ce qu’il voudra sur la « nature » des êtres mathématiques ou 
la «vérité » des théorèmes qu’il utilise, pourvu que ses raisonnements puissent 
être transcrits dans le langage commun.! 

En d’autres termes, du point de vue philosophique, l’attitude des formalistes 
consiste à se désintéresser du problème posé par les « paradoxes », en abandonnant 
la position platonicienne qui visait à attribuer aux notions mathématiques un 
«contenu » intellectuel commun à tous les mathématiciens. Beaucoup de mathé- 
maticiens reculent devant cette rupture avec la tradition. Russell, par exemple, 
cherche à éviter les paradoxes en analysant leur structure de façon plus appro- 
fondie. Reprenant une idée émise d’abord par J. Richard (dans l’article (XXXIV) 
où il exposait son « paradoxe ») et développée ensuite par H. Poincaré (XXXIII 
c), Russell et Whitehead observent que les définitions des ensembles paradoxaux 


1 Hilbert, toutefois, paraît avoir toujours cru à une « vérité » mathématique objective ((XXX), 
p. 315 et 323). Même des formalistes qui, comme H. Curry, ont une position très voisine de celle que 
nous venons de résumer, repoussent avec une sorte d’indignation l’idée que les mathématiques 
pourraient être considérées comme un simple jeu, et veulent absolument y voir une « science objec- 
tive » (H. Curry, Ouilines of a formalist philosophy of mathematics, Amsterdam (North Holland Publ. 
Co.), 1951, p. 57). 
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violent toutes le principe suivant, dit « principe du cercle vicieux »: « Un élément 
dont la définition implique la totalité des éléments d’un ensemble, ne peut 
appartenir à cet ensemble » ((XXXVII), t. I, p. 40). Aussi est-ce cet énoncé qui 
sert de base aux Principia, et c’est pour le respecter qu’est développée dans cet 
ouvrage la « théorie des types » Comme celle de Frege dont elle est inspirée, la 
logique de Russell et Whitehead (beaucoup plus vaste que la logique mathémati- 
que utilisée au chap. I de ce Livre) possède des « variables propositionnelles »; 
la théorie des types procède à un classement entre ces diverses variables, dont les 
grandes lignes sont les suivantes. Partant d’un «domaine d'individus» non 
précisés et qui peuvent être qualifiés d’«objets d’ordre 0 », les relations où les 
variables (libres ou liées) sont des individus, sont dites « objets du premier ordre »; 
et de façon générale, les relations où les variables sont des objets d’ordre <n (une 
au moins étant d’ordre n) sont dites «objets d'ordre n + 1».! Un ensemble 
d'objets d’ordre x ne peut alors être défini que par une relation d'ordre n + 1, 
condition qui permet d’éliminer sans peine les ensembles paradoxaux.? Mais le 
principe de la « hiérarchie des types » est si restrictif qu’en y adhérant strictement 
on aboutirait à une mathématique d’une inextricable complexité.$ Pour échapper 
à cette conséquence, Russell et Whitehead sont contraints d'introduire un 
«axiome de réductibilité» affirmant l’existence, pour toute relation entre 
«individus », d’une relation du premier ordre, qui lui soit équivalente; condition 
tout aussi arbitraire que les axiomes des formalistes, et qui réduit considérablement 
l’intérêt de la construction des Principia. Aussi le système de Russell et Whitehead 
a-t-il eu plus de succès chez les logiciens que chez les mathématiciens; il n’est 
d’ailleurs pas entièrement formalise,* et il en résulte de nombreuses obscurités de 
détail. Divers efforts ont été faits pour simplifier et clarifier ce système (Ramsey, 
Chwistek, Quine, Rosser); tendant à utiliser des langages de plus en plus com- 
plètement formalisés, ces auteurs remplacent les règles des Principia (qui avaient 
encore un certain fondement intuitif) par des restrictions ne tenant compte que 
de lécriture des assemblages considérés; non seulement ces règles paraissent alors 
tout aussi gratuites que les interdictions formulées dans les systèmes de Zermelo- 


1 Ce n'est là en réalité que le début de la classification des « types », dont on ne saurait rendre 
compte fidèlement sans entrer dans de très longs développements; le lecteur désireux d'explications 
plus détaillées pourra se reporter notamment à l'introduction du t. II des Principia Mathematica 
(XXXVII). 

2 Dans le système de Russell et Whitehead, la relation x € x ne peut donc être écrite légitimement, 
au contraire du système de Zermelo-Fraenkel, par exemple (cf. II, p. 3). 

3 Par exemple, l'égalité n’est pas une notion primitive dans le système des Principia: deux objets 
a, b sont égaux si pour toute propriété P{x$, Pia} et P}b} sont des propositions équivalentes. Mais cette 
définition n’a pas de sens en théorie des types: il faudrait, pour lui en donner un, spécifier au moins 
l’« ordre » de P, et on serait ainsi amené à distinguer une infinité de relations d'égalité! Zermelo 
avait d’ailleurs remarqué, des 1908 (XXXVI b), que de nombreuses définitions des mathématiques 
classiques (par exemple celle de la borne inférieure d’un ensemble dans R) ne respectent pas le 
« principe du cercle vicieux », et que l’adoption de ce principe risquait donc de jeter l’interdit sur des 
parties importantes des théories mathématiques les plus traditionnelles. 

* Russell et Whitehead (comme déjà Frege) s’en tiennent à la position classique touchant les 
formules mathématiques, qui doivent tauiours pour eux avoir un « sens » se rapportant à une activité 
sous-jacente de la pensée. 
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Fraenkel ou de von Neumann, mais, étant plus éloignées de la pratique des 
mathématiciens, elles ont, dans plusieurs cas, conduit à des conséquences in- 
acceptables, que n’avait pas prévues l’auteur (comme la paradoxe de Burali- 
Forti, ou la négation de l’axiome de choix). 

Pour les mathématiciens des écoles précédentes, il s’agit avant tout de ne 
renoncer à aucune part de l’héritage du passé: « Du paradis que Cantor a créé pour 
nous », dit Hilbert ((XXX), p. 274), « nul ne doit pouvoir nous chasser. » Pour ce faire, 
ils sont disposés à accepter des limitations aux raisonnements mathématiques, 
peu essentielles parce que conformes à l’usage, mais qui ne paraissent pas im- 
posées par nos habitudes mentales et l’intuition de la notion d’ensemble. Tout 
leur semble préférable à l’intrusion de la psychologie dans les critères de validité 
des mathématiques; et plutôt que de « faire entrer en ligne de compte les propriétés de 
nos cerveaux », comme dit Hadamard ((XXXV), p. 370), ils se résignent à imposer 
au domaine mathématique des bornes en grande partie arbitraires pourvu 
qu’elles enferment la Mathématique classique et ne risquent pas d’entraver les 
progrès ultérieurs. 

Toute différente est l’attitude des mathématiciens se rattachant à la tendance 
dont il nous reste à parler. Si les formalistes acceptent de renoncer au contrôle 
des « yeux de l’esprit» en ce qui concerne le raisonnement mathématique, les 
mathématiciens que l’on a appelé « empiristes », « réalistes » ou « intuitionnistes » 
se refusent à cette abdication; il leur faut une sorte de certitude intérieure 
garantissant l’«existence » des objets mathématiques dont ils s'occupent. Tant 
qu’il ne s’agissait que de renoncer à l'intuition spatiale, il n’y avait pas eu d’objec- 
tion sérieuse, puisque les « modèles » arithmétiques permettaient de se retrancher 
derrière la notion intuitive des entiers. Mais des oppositions irréductibles se 
manifestent lorsqu’il est question de ramener la notion d’entier à celle (beaucoup 
moins précise intuitivement) d’ensemble, puis d'imposer au maniement des 
ensembles des barrières sans fondement intuitif. Le premier en date de ces 
opposants (et celui qui, par l’autorité de son génie, devait exercer le plus d’in- 
fluence) fut H. Poincaré; ayant admis, non seulement le point de vue axiomatique 
touchant la géométrie et l’arithmétisation de l’Analyse, mais aussi une bonne 
partie de la théorie de Cantor (qu’il fut un des premiers à appliquer avec 
fruit dans ses travaux), il se refuse par contre à concevoir que l’arithmetique 
puisse, elle aussi, être justiciable d’un traitement axiomatique; le principe 
d’induction complète lui paraît en particulier une intuition fondamentale de 
notre esprit, où il est impossible de voir une pure convention! (XXXII c). 
Hostile par principe aux langages formalisés, dont il contestait l’utilité, il con- 
fond constamment la notion d’entier dans les mathématiques formalisées, et 

1 Poincaré va jusqu’à dire en substance qu’il est impossible de définir une structure vérifiant tous 
les axiomes de Peano, à l'exception du principe d’induction complète (XXXIII a); exemple (dû 
à Padoa) des entiers avec l’application x> x + 2 remplaçant x> x + | montre que cette assertion 


est inexacte. Il est curieux de la trouver déjà chez Frege, presque dans les mêmes termes ((XXIV b), 
p. 21 e). 
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Putilisation des entiers dans la théorie de la démonstration, qui s’ebauchait 
alors, et dont nous parlerons plus loin; sans doute était-il difficile à cette époque 
de faire aussi nettement qu'aujourd'hui — après 50 années d’études et de 
discussion — cette distinction qu’avaient pourtant bien sentie un Hilbert ou un 
Russell. 

Les critiques de cette nature se multiplient après l'introduction de l’axiome de 
choix par Zermelo en 1904 (XXXVI a). Son utilisation dans mainte démon- 
stration antérieure d'Analyse ou de théorie des ensembles était jusque-là passée à 
peu près inaperçue !; c’est en suivant une idée suggérée par Erhard Schmidt que 
Zermelo, énonçant explicitement cet axiome (d’ailleurs sous les deux formes 
données dans E, R, $ 4, n° 10) en déduisit de façon ingénieuse une démonstra- 
tion satisfaisante (que nous avons essentiellement reproduite dans III, p. 19) de 
l'existence d’un bon ordre sur tout ensemble. Venant en même temps que les 
« paradoxes », il semble que ce nouveau mode de raisonnement, par son allure 
insolite, ait jeté la confusion chez beaucoup de mathématiciens; il n’est que de 
voir les étranges malentendus qui surgissent à ce propos, dans le tome suivant des 
Mathematische Annalen, sous la plume de mathématiciens aussi familiers avec les 
méthodes cantoriennes que Schoenflies et F. Bernstein. Les critiques d’E. Borel, 
publiées dans ce même volume, sont plus substantielles et se rattachent nettement 
au point de vue exprimé par H. Poincaré sur les entiers; elles sont développées et 
discutées dans un échange de lettres entre E. Borel, Baire, Hadamard et Lebesgue, 
resté classique dans la tradition mathématique française (XXXV). Borel com- 
mence par nier la validité de l’axiome de choix parce qu’il comporte en général 
une infinité non dénombrable de choix, ce qui est inconcevable pour l'intuition. 
Mais Hadamard et Lebesgue observent que l’infinité dénombrable de choix 
arbitraires successifs n’est pas plus intuitive, puisqu’elle comporte une infinité 
. d'opérations, qu’il est impossible de concevoir comme s’effectuant réellement. 
Pour Lebesgue, qui élargit le débat, tout revient à savoir ce qu’on entend quand 
on dit qu’un être mathématique « existe »; il faut, pour lui, qu’on «nomme » 
explicitement une propriété le définissant de façon unique (une propriété 
« fonctionnelle », dirions-nous) ; pour une fonction comme celle qui sert à Zermelo 
dans son raisonnement, c’est ce que Lebesgue appelle une «loi» de choix; si, 
continue-t-il, on ne satisfait pas à cette exigence, et qu’on se borne à « penser » à 
cette fonction au lieu de la « nommer », est-on sûr qu’au cours du raisonnement on 
pense toujours à la même ((XXXV), p. 267)? D'ailleurs, ceci amène Lebesgue à 
de nouveaux doutes; déjà la question du choix d’un seul élément dans un ensemble 
lui paraît soulever des difficultés: il faut qu’on soit sûr qu’un tel élément « existe », 


1 En 1890, Peano, démontrant son théorème sur l’existence des intégrales des équations différenti- 
tielles, remarque qu’il serait naturellement amené à « appliquer une infinité de fois une loi arbitraire avec 
laquelle a une classe on fait correspondre un individu de cette classe »; mais il ajoute aussitôt qu’un tel 
raisonnement est inadmissible à ses yeux (Math. Ann., t. XXXVII (1890), p. 210). En 1902, B. Levi 
avait remarqué que ce même raisonnement était implicitement utilisé par F. Bernstein dans une 
démonstration de théorie des cardinaux (Ist. Lombardo Sci. Lett. Rend. (2), t. XXXV (1902), p. 863). 
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c’est-à-dire qu’on puisse «nommer » au moins un des éléments de l’ensemble!, 
Peut-on alors parler d’« existence » d’un ensemble dont on ne sait pas « nommer » 
chaque élément? Déjà Baire n’hésite pas à nier l’« existence » de l’ensemble des 
parties d’un ensemble infini donné (loc. cit., p. 263-264); en vain Hadamard 
observe-t-il que ces exigences conduisent à renoncer même à parler de l’ensemble 
des nombres réels: c’est bien à cette conclusion que finit par se rallier E. Borel. 
Mis à part le fait que le dénombrable semble avoir acquis droit de cité, on est 
à peu près revenu à la position classique des adversaires de l’« infini actuel ». 

Toutes ces objections n’avaient rien de très systématique; il était réservé à 
Brouwer et à son école d’entreprendre une refonte complète des mathématiques 
guidée par des principes semblables, mais encore bien plus radicaux. Nous ne 
saurions ici entreprendre de résumer une doctrine aussi complexe que l’intuition- 
nisme, qui participe autant de la psychologie que des mathématiques, et nous 
nous bornerons à en indiquer quelques-uns des traits les plus frappants, renvoyant 
pour plus de détails aux travaux de Brouwer lui-même (XXXVIII) et à l'exposé 
de Heyting (XLVI). Pour Brouwer, la Mathématique est identique à la partie 
«exacte » de notre pensée, basée sur l’intuition première de la suite des entiers 
naturels, et qu’il est impossible de traduire sans mutilations en un système formel. 
Elle n’est d’ailleurs «exacte » que dans l’esprit des mathématiciens, et il est chime- 
rique d’espérer forger un instrument de communication entre eux qui ne soit 
pas sujet à toutes les imperfections et ambiguites du langage; on peut, tout au plus, 
espérer éveiller chez l'interlocuteur un état d’esprit favorable par des descriptions 
plus ou moins vagues ((XLVI), p. 11-13). La mathématique intuitionniste 
n’attache guère plus d'importance à la logique qu’au langage: une démonstration 
n’est pas concluante en vertu de règles logiques fixées une fois pour toutes, mais 
en raison de l’« évidence immédiate » de chacun de ses chainons. Cette « évidence » 
doit en outre être interprétée de façon encore plus restrictive que par E. Borel et 
ses partisans: c’est ainsi qu’en mathématique intuitionniste, on ne peut dire 
qu'une relation de la forme « R ou (non R) » est vraie (principe du tiers exclu), à 
moins que, pour tout système de valeurs données aux variables figurant dans R, 
on ne puisse démontrer que l’une des deux propositions R, «non R » est vraie; 
par exemple, de l'équation ab = 0 entre deux nombres réels, on ne peut conclure 
«a = 0 où b = 0», car il est facile de former des exemples explicites de nombres 
réels a, b pour lesquels on a ab = O sans que l’on sache, à l’heure actuelle, démon- 
trer aucune des deux propositions a = 0, b = 0 {(XLVE), p. 21). 


1 Le prétendu « choix » d’un élément dans un ensemble n’a en fait rien à voir avec l’axiome de 
choix; il s’agit d’une simple façon de parler, et partout où on s’exprime de cette manière, on ne fait 
en réalité qu’utiliser la méthode de la constante auxiliaire (I, p. 28), qui ne repose que sur les règles 
logiques les plus élémentaires {où le signe T n'intervient pas). Bien entendu, l'application de cette 
méthode à un ensemble A exige que l’on ait démontré que À # Ø; c’est sur ce point que porte 
l'argumentation de Lebesgue, car une telle démonstration n’est valable pour lui que si précisément 
on a «nommé» un élément de A. Par exemple, Lebesgue ne considère pas comme valable le 
raisonnement de Cantor prouvant l'existence des nombres transcendants; cette existence n’est 
prouvée pour lui que parce qu’il est possible de « nommer » des nombres transcendants, tels que les 
nombres de Liouville ou les nombres e ou m. 


r 
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On ne s'étonnera pas si, à partir de tels principes, les mathématiciens intui- 
tionnistes aboutissent à des résultats fort différents des théorèmes classiques. 
Toute une partie de ces derniers disparaît, par exemple la plupart des théo- 
rèmes « existentiels » en Analyse (comme les théorèmes de Bolzano et de Weier- 
strass pour les fonctions numériques); si une fonction d’une variable réelle 
«existe » au sens intuitionniste, elle est ¿ipso facto continue; une suite bornée 
monotone de nombres réels n’a pas nécessairement de limite. D’autre part, 
beaucoup de notions classiques se ramifient, pour l’intuitionniste, en plusieurs 
notions fondamentalement distinctes: il y a ainsi deux notions de convergence 
(pour une suite de nombres réels) et huit de denombrabilite. Il va sans dire que 
Vinduction transfinie et ses applications à l’Analyse moderne sont (comme la 
plus grande partie de la théorie de Cantor) condamnées sans appel. 

C’est seulement de cette façon, selon Brouwer, que les propositions mathé- 
matiques peuvent acquérir un (contenu »; les raisonnements formalistes qui 
vont au-delà de ce qu’admet l’intuitionnisme sont jugés sans valeur, puisque 
l'on ne peut plus leur donner un «sens » auquel la notion intuitive de « vérité » 
pourrait s'appliquer. Il est clair que de pareils jugements ne peuvent reposer que 
sur une notion préalable de « vérité », de nature psychologique ou métaphysique. 
C’est dire pratiquement qu'ils échappent à toute discussion. 

Il n’est pas douteux que les vigoureuses attaques venues du camp intuition- 
niste n’aient forcé quelque temps non seulement les écoles mathématiques 
d'avant-garde, mais même les partisans de la mathématique traditionnelle, à 
se mettre sur la défensive. Un mathématicien célèbre a reconnu avoir été im- 
pressionné par ces attaques au point d’avoir volontairement renfermé ses travaux 
dans des branches des mathématiques jugées « sûres ». Mais de tels cas ont dû 
être peu fréquents. L'école intuitionniste, dont le souvenir n’est sans doute 
destiné à subsister qu’à titre de curiosité historique, aura du moins rendu le 
service d’avoir obligé ses adversaires, c’est-à-dire en définitive l’immense majorité 
des mathématiciens, à préciser leurs positions et à prendre plus clairement con- 
science des raisons (les unes d’ordre logique, les autres d’ordre sentimental) de 
leur confiance dans la mathématique. 


La métamathématique 


L’absence de contradiction a de tout temps été considérée comme une con- 
dition sine qua non de toute mathématique, et dès l’époque d’Aristote, la logique 
était assez développée pour qu’on sût parfaitement que d’une théorie contra- 
dictoire, on peut déduire n’importe quoi. Les preuves d’« existence », considérées 
comme indispensables depuis l’Antiquité, n’avaient visiblement pas d’autre but 
que de garantir que l'introduction d’un nouveau concept ne risquait pas d'entraîner 
contradiction, particulièrement quand ce concept était trop compliqué pour 
tomber immédiatement sous l’«intuition » Nous avons vu comment cette 
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exigence était devenue plus impérieuse avec l’avènement du point de vue 
axiomatique au xIx® siècle, et comment la construction de « modèles » arithmé- 
tiques y avait répondu. Mais arithmétique elle-même pouvait-elle être contra- 
dictoire ? Question qu’on n’aurait sans doute pas songé à se poser avant la fin du 
xIx? siècle, tant les entiers paraissaient appartenir à ce qu’il y a de plus sûr dans 
notre intuition; mais après les « paradoxes » tout semblait remis en question, et on 
comprend que le sentiment d'insécurité qu’ils avaient créé ait conduit les mathé- 
maticiens, vers 1900, à se pencher avec plus d’attention sur le problème de la 
non-contradiction de l’arithmétique, afin de sauver au moins du naufrage les 
mathématiques classiques. Aussi ce problème est-il le second de ceux qu’énu- 
mérait Hilbert dans sa célèbre conférence au Congrès international de 1900 
(XXXI), p. 229-301). Ce faisant, il posait un principe nouveau qui devait 
avoir un grand retentissement: alors que dans la logique traditionnelle la non- 
contradiction d’un concept ne faisait que le rendre « possible », elle équivaut pour 
Hilbert (tout au moins pour les concepts mathématiques définis axiomatique- 
ment) à l'existence de ce concept. Cela impliquait apparemment la nécessité de 
démontrer a priori la non-contradiction d’une théorie mathématique avant même 
de pouvoir la développer de façon légitime; c’est bien ainsi que l’entend H. 
Poincaré qui, pour battre en brèche le formalisme, reprend à son compte l’idée 
de Hilbert, en soulignant avec un malin plaisir à quel point les formalistes étaient 
loin à cette époque de pouvoir la réaliser ((XXXIII c), p. 163). Nous verrons 
plus loin comment Hilbert devait relever le défi; mais auparavant il nous faut 
noter ici que, sous l'influence de son autorité et de celle de Poincaré, les exigences 
posées par ce dernier devaient pendant longtemps être acceptées sans réserve 
aussi bien par les formalistes que par leurs adversaires. Une conséquence fut la 
croyance, très répandue aussi chez les formalistes, que la théorie de la démonstra- 
tion de Hilbert faisait partie intégrante de la mathématique, dont elle con- 
stituait les indispensables prolégomènes. Nous avons dit dans l’Introduction 
pourquoi ce dogme ne nous paraît pas justifié!, et nous considérons que Pinter- 
vention de la métamathématique dans l'exposé de la logique et des mathé- 
matiques peut et doit être réduite à la partie très élémentaire qui traite du 
maniement des symboles abréviateurs et des critères déductifs. Il ne s’agit pas 
ainsi, contrairement à ce que prétend Poincaré, de « revendiquer la liberté de la 
contradiction », mais bien plutôt de considérer, avec Hadamard, que Pabsence de 
contradiction, lors même qu’elle ne se démontre pas, se constate ((XXXV), 
p. 270). 

Il nous reste à donner une brève esquisse historique des efforts de Hilbert 
“et de son école; bien que la théorie de la démonstration ne soit pas abordée 


1 En pure doctrine formaliste, les mots «il existe » dans un texte formalisé n’ont pas plus de 
« signification » que les autres, et il n’y a pas à considérer d’autre type d’« existence » dans les démon- 
strations formalisées. 


E 1V.72 STRUCTURES 


dans ce Traité, il n’est pas sans intérêt de retracer sommairement, non seulement 
l’évolution qui devait finalement conduire au résultat négatif de Gödel et justifier 
a posteriori Je scepticisme d’Hadamard, mais aussi tous les progrès qui en ont dé- 
coulé, touchant la connaissance du mécanisme des raisonnements mathématiques, 
et qui font de la métamathématique moderne une science autonome d’un 
intérêt incontestable. 

Des 1904, dans une conférence au Congrès international ((XXX), p. 247- 
261), Hilbert s'attaque au problème de la non-contradition de l’arithmétique. Il 
constate d’abord qu'il ne peut être question de la démontrer en ayant recours à 
un modèle,! et indique à grands traits le principe d’une autre méthode: il 
propose de considérer les propositions vraies de l’arithmétique formalisée comme 
des assemblages de signes sans signification, et de prouver qu’en utilisant les 
règles gouvernant la formation et l’enchainement de ces assemblages, on ne peut 
jamais obtenir un assemblage qui soit une proposition vraie et dont la négation 
soit aussi une proposition vraie. Il ébauche même une démonstration de cette 
nature pour un formalisme moins étendu que celui de l’arithmétique; mais, 
comme l’observe peu après H. Poincaré ((XXXIII c), p. 185), cette démon- 
stration fait essentiellement usage du principe de récurrence, et paraît donc repo- 
ser sur un cercle vicieux. Hilbert ne répondit pas immédiatement à cette critique, 
et une quinzaine d’années s’écoula sans que personne tentât de développer ses 
idées; c’est en 1917 seulement que (mü par le désir de répondre aux attaques des 
intuitionnistes) il s’attelle de nouveau au problème des fondements des mathé- 
matiques, dont il ne cessera désormais de s'occuper jusqu’à la fin de sa carrière 
scientifique. Dans ses travaux sur ce sujet, qui s’échelonnent de 1920 à 1930 
environ, et auxquels participe activement toute une école de jeunes mathéma- 
ticiens (Ackermann, Bernays, Herbrand, von Neumann), Hilbert dégage peu à 
peu les principes de sa «théorie de la démonstration » de façon plus précise: 
reconnaissant implicitement le bien-fondé de la critique de Poincaré, il admet 
qu’en métamathématique, les raisonnements arithmétiques utilisés ne peuvent 
se fonder que sur notre intuition des entiers (et non sur l’arithmétique formalisée) ; 
pour ce faire, il paraît essentiel de restreindre ces raisonnements à des « procédés 
finis » (« finite Prozesse ») d’un type admis par les intuitionnistes; par exemple, une 
démonstration par l’absurde ne peut prouver l’existence métamathématique d’un 
assemblage ou d’une suite d’assemblages, il faut en donner une loi de construction 
explicite? D’autre part Hilbert élargit dans deux directions son programme 
initial: non seulement il aborde la non-contradiction de l’arithmetique, mais il 
aspire aussi à démontrer la non-contradiction de la théorie des nombres réels et 


1 Les « modèles » fournis par les définitions de Dedekind ou de Frege ne feraient que déplacer la 
question, en la ramenant à la non-contradiction de la Théorie des ensembles, problème sans aucun 
doute plus difficile que la non-contradiction de l’Arithmétique, et qui devait le paraître bien 
davantage encore à une époque où aucune tentative sérieuse pour éviter les « paradoxes » n'avait été 
proposée, 

3 Pour une description détaillée et précise des procédés finis admis en métamathématique, on 
pourra consulter, par exemple, la thèse de J. Herbrand (XLII). 
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même celle de la théorie des ensembles!; en outre, aux problèmes de non-con- 
tradiction viennent s’ajouter ceux d’independance des axiomes, de catégoricité et 
de décision. Nous allons passer rapidement en revue ces diverses questions et 
signaler les principales recherches qu’elles ont suscitées. 

Démontrer l'indépendance d’un systeme de propositions A,, A:,..., À, con- 
siste à montrer que, pour chaque indice i, A, n’est pas un théorème dans la théorie 
J; obtenue en prenant comme axiomes les A, d'indice j # i. Ce point sera 
établi si on connaît une théorie non contradictoire J; dans laquelle les A; (j # i) 
sont des théorèmes, ainsi que « non À, »; on peut ainsi considérer le problème sous 
deux aspects suivant que l’on admet ou non que certaines théories (comme 
Parithmétique ou la théorie des ensembles) sont non contradictoires. Dans le 
second cas, on a affaire à un problème de non-contradiction « absolue ». Au con- 
traire, le premier type de problèmes se résout comme les problèmes de non- 
contradiction «relative », par construction de «modèles » appropriés, et de 
nombreuses démonstrations de cette nature ont été imaginées, bien avant que la 
mathématique n’eüt pris un aspect complètement formalisé: il suffit de rappeler 
les modèles de la géométrie non-euclidienne, les questions d’indépendance des 
axiomes de la géométrie élémentaire traitées par Hilbert dans les « Grundlagen der 
Geometrie » (XXX), ainsi que les travaux de Steinitz sur l’axiomatisation de l’Algè- 
bre et ceux de Hausdorff et de ses successeurs sur celle de la Topologie. 

Une théorie 7 est dite catégorique si, pour toute proposition À de 7 (ne conte- 
nant aucune lettre autre que les constantes de 7°), Pune des deux propositions A, 
(non A), est un théorème de 7.2 Si Pon met à part certains formalismes très 
rudimentaires, dont on prouve aisément la catégoricité ((XXXI), p. 35; cf. I, 
p. 50, exerc. 7), les résultats obtenus dans cette voie sont essentiellement négatifs; 
le premier en date est dü à K. Gödel (XLIV a) qui a montré que, si 7 est non 
contradictoire et si les axiomes de l’arithmétique formalisée sont des théorèmes de 
F, alors 7 n’est pas catégorique. L’idée fondamentale de son ingénieuse méthode 
consiste à établir une correspondance biunivoque (bien entendu, au moyen de 
«procédés finis ») entre les énoncés métamathématiques et certaines propositions de 
l’arithmétique formalisee; nous nous bornerons à en esquisser les grandes lignes.’ 
A chaque assemblage A qui est un terme ou une relation de 7, on commence par 
associer (par un procédé de construction explicite, applicable quasi mécanique- 
ment) un entier g(A), de façon biunivoque. De même, à chaque démonstration D 
de 7 (considérée comme succession d’assemblages; cf. I, p. 22) on peut associer un 
entier (D) de façon biunivoque. Enfin, on peut donner un procédé de construction 


1 Lorsqu'on parle de la non-contradiction de la théorie des nombres réels, on suppose que celle-ci 
est définie axiomatiquement, sans utiliser la théorie des ensembles (ou tout au moins en s’abstenant 
de faire usage de certains axiomes de cette dernière, comme l’axiome de choix ou l’axiome de Pen- 
semble des parties). 

3 On exprime souvent cela en disant que si A n’est pas un théorème de F, la théorie 7’ obtenu en 
ajoutant A aux axiomes de J est contradictoire. 

8 Pour plus de détails, voir (XLIV a) ou ((XLVIII), p. 181-258). 
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explicite d’une relation Pix, y, zi de 7,! telle que, dans 7, Pix, y, z{ entraîne 
que x, y, z sont des entiers, et vérifie les deux conditions suivantes: 

1° si D est une démonstration de AfXf, où Afxf est une relation de Z, et À est 
un entier explicité (c’est-à-dire un terme de J qui est un entier), alors 
PA, (A$$), A(D}{ est un théorème de 7; 

2° si l’entier explicité u n’est pas de la forme h(D), ou si y = h(D) et si D n’est 
pas une démonstration de AfX}, alors (non Pfr, g(A!x), u$) est un théorème de Z. 

Soit alors Six} la relation (non(3z)P%x, x, z$), et soit y = g(Sixi), qui est un 


terme de 7. Si 7 n’est pas contradictoire il ny a aucune démonstration de la 
proposition Sfyf dans J. En effet, si D était une telle démonstration, 
Piy, g(Sixi), AD)! serait un théorème de Z; mais cette relation n’est autre que 
Piy, y, h(D)}, et par suite (42) Pfy, y, z} serait aussi un théorème de 7; comme 
cette dernière relation est équivalente à (non Siy}), 7 serait contradictoire. 
D'autre part, ce qui vient d’être dit montre que pour tout entier explicité u, 
(non Piy, y, u$) est un théorème de 7. Il en résulte qu’il n’y a aucune démonstration, 
dans 7, de (non Sfy}), car cette dernière relation est équivalente à (3z)P%y, y, zí 
et Pexistence d’un entier u tel que Piy, y, u} entrainerait que 7 est contradic- 
toire, en vertu de ce qui précède.? Ce théorème métamathématique de Gödel a 
été généralisé ultérieurement dans diverses directions ((XLVIII), chap. XI).5 


1 La description détaillée de g(A), (D) et Pix, y, z{ est fort longue et minutieuse, et l’écriture de 
Pix, y, z exigerait un nombre de signes tellement grand qu’elle est pratiquement impossible: c’est le 
genre de difficultés dont nous avons parlé dans l’Introduction, mais aucun mathématicien ne pense 
que cela diminue en rien la valeur de ces constructions. 

2 En fait, cette dernière partie du raisonnement suppose un peu plus que la non-contradiction de 
J , savoir ce que l’on appelle la « w-non-contradiction » de 7°: cela signifie qu’il n’y a pas de relation 
Rir dans 7 telle que Rfx{ entraîne x € N et que, pour chaque entier explicité u, Riu soit un théorème 
de 7, bien que (Ix)(x EN et (non Rix)) soit aussi un théorème de 7. Rosser a d’ailleurs montré 
qu’on peut modifier le raisonnement de Gödel de façon à ne supposer que la non-contradiction de 7 
((XLVIII), p. 208). 

® On notera l’analogie du raisonnement du Gödel avec le sophisme du menteur; la proposition 
Siyi affirme sa propre fausseté, quand on l’interprete en termes métamathématiques! On remarquera 
aussi que la proposition 


(Vz)((zeN) > (non Piy, y, z)) 


est intuitivement vraie, puisque l’on a une démonstration dans 7 de non Piy, y, u} pour tout entier 
explicité u; et cependant cette proposition n’est pas démontrable dans J. Cette situation est à 
rapprocher d’un résultat obtenu antérieurement par Löwenheim et Skolem (voir (XXXIX)): ce 
dernier définit métamathématiquement une relation entre deux entiers naturels x, y qui, si on l'écrit 
x € y, satisfait aux axiomes de von Neumann pour la théorie des ensembles, D’où à première vue un 
nouveau « paradoxe », puisque dans ce « modèle » tous les ensembles infinis seraient dénombrables, 
contrairement à l'inégalité de Cantor m < 27, Mais en fait, la « relation » définie par Skolem ne peut 
être écrite dans la théorie formalisée des ensembles, pas plus que le « théorème » affirmant que Pen- 
semble des parties d’un ensemble infini n’a qu’une infinité denombrable d’« éléments ». Au fond, ce 
« paradoxe » n’est qu’une forme plus subtile de la remarque banale que Fon n’écrira jamais qu’un 
nombre fini d’assemblages d’une théorie formalisée, et qu’il est donc absurde de concevoir un en- 
semble non dénombrable de termes de la théorie; remarque voisine de celle qui avait déjà conduit au 
« paradoxe de Richard ». De pareils raisonnements prouvent que la formalisation de la théorie des 
ensembles est indispensable si on veut conserver l'essentiel de la construction cantorienne. Les 
mathématiciens paraissent d’accord pour en conclure aussi qu’il n’y a guère qu’une concordance 
superficielle entre nos conceptions « intuitives » de la notion d’ensemble ou d’entier, et les formalismes 
qui sont supposés en rendre compte; le désaccord commence lorsqu’il est question de choisir entre les 
unes et les autres, 
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La relation Siyi de 7 dont on montre ainsi qu’il n’existe aucune démonstra- 
tion dans Z de cette relation ni de sa négation est visiblement fabriquée pour les 
besoins de la cause et ne se rattache de façon naturelle à aucun problème mathé- 
matique. Beaucoup plus intéressant est le fait que si Z désigne la théorie des 
ensembles (avec le système d’axiomes de von Neumann-Bernays), ni l'hypothèse du 
continu ni sa négation ne sont demontrables dans 7. Ce remarquable résultat a été 
établi en deux étapes: en 1940, Gödel prouva que la théorie obtenue en adjoi- 
gnant à 7 l'hypothèse du continu 2o = X, n’était pas contradictoire (XLIV b); 
puis, plus récemment, P. Cohen a démontré qu’il en est de même lorsqu’on 
adjoint à 7 la relation 2o = 8, (ou 2% = N, pour un cntier n > 1 quelconque) 
(XLIX). 

Le probleme de la décision (« Entscheidungsproblem ») est sans doute le 
plus ambitieux de tous ceux que se pose la métamathématique: il s’agit de savoir 
si, pour un langage formalisé donné, on peut imaginer un « procédé universel » 
quasi mécanique qui, appliqué à n’importe quelle relation du formalisme con- 
sidéré, indique en un nombre fini d’opérations si cette relation est vraie ou non. 
La solution de ce problème faisait déjà partie en substance des grands desseins de 
Leibniz, et il semble qu’un moment l’école de Hilbert ait cru sa réalisation toute 
proche. Il est de fait que l’on peut décrire de tels procédés pour des formalismes 
comportant peu de signes primitifs et d’axiomes ((XLVIIT), p. 136-141; cf. I, 
p. 50, exerc. 7). Mais les efforts faits pour préciser le problème de la décision, en 
délimitant exactement ce qu'il faut entendre par «procédé universel» n’ont 
jusqu'ici abouti qu’à des résultats négatifs ((XLVIII), p. 432-439). D'ailleurs, la 
solution du probleme de la décision pour une théorie J permet aussitôt de 
savoir si 7 est ou non contradictoire, puisqu'il suffit d’appliquer le « procédé 
universel » à une relation de 7 et à sa négation; et nous allons voir qu’il est exclu 
qu’on puisse résoudre la question de cette manière pour les théories mathé- 
matiques usuelles.! 

Cest en effet dans la question de la non-contradiction des théories mathé- 
matiques — l’origine et le cœur même de la Métamathématique — que les 
résultats se sont révélés les plus décevants. Pendant les années 1920-1930, 
Hilbert et son école avaient développé des méthodes nouvelles pour aborder 
ces problèmes; après avoir démontré la non-contradiction de formalismes partiels, 
couvrant une partie de l’arithmétique (cf. (XLII), (XLIII c)), ils croyaient 
toucher au but et démontrer, non seulement la non-contradiction de l’arithméti- 
que, mais aussi celle de la théorie des ensembles, lorsque Gödel, s’appuyant sur 
la non-catégoricité de l’arithmétique, en déduisit l’impossibilite de démontrer, 

1 On distinguera soigneusement le problème de la decision de la croyance, partagée par de 
nombreux mathématiciens, et souvent exprimée avec vigueur par Hilbert en particulier, que pour 


toute proposition mathématique, on finira un jour par savoir si elle est vraie, fausse ou indécidable. 
C’est là un pur acte de foi, dont la critique échappe à notre discussion. 
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par les « procédés finis » de Hilbert, la non-contradiction de toute théorie 7 
contenant cette derniere.! 

Le théorème de Güdel ne ferme cependant pas entièrement la porte aux 
tentatives de démonstration de non-contradiction, pourvu que l’on abandonne 
(tout au moins partiellement) les restrictions de Hilbert touchant les « procédés 
finis ». C’est ainsi que Gentzen, en 1936 (XLVII), parvint à démontrer la non- 
contradiction de l’arithmétique formalisée, en utilisant « intuitivement » Pinduc- 
tion transfinie jusqu’à l’ordinal dénombrable sọ (III, p. 89, exerc. 14).? La valeur 
de « certitude » que l’on peut attribuer à un tel raisonnement est sans doute moins 
probante que pour ceux qui satisfont aux exigences initiales de Hilbert, et est 
essentiellement affaire de psychologie personnelle pour chaque mathématicien; il 
n’en reste pas moins vrai que de semblables « démonstrations » utilisant l’induc- 
tion transfinie « intuitive » jusqu’à un ordinal donné, seraient considérées comm 
un important progrès si elles s’appliquaient, par exemple, à la théorie des nombres 
réels ou à une partie substantielle de la théorie des ensembles. 


1 Avec les notations introduites ci-dessus, le résultat précis de Gödel est le suivant. Dire que 7 
n’est pas contradictoire signifie qu’il n’y a pas de démonstration, dans J, de la relation 0 Æ 0; cela 
entraîne par suite, pour tout entier explicité y, que (non P$O, g(x # x), ui) est un théorème de 7. 
Considérons alors la proposition (Yz)((2 € N) = non PO, g(x # x), zł), que nous désignerons par C: 
en «traduisant » en arithmétique formalisée le raisonnement (reproduit plus haut) par lequel on 
montre metamathematiquement que «si Z est non contradictoire, il n’y a pas de démonstration de 
Siyi dans 7 », on peut établir que C = (non (32){Py, y, 2)) est un théorème de J, autrement dit. 
que C = Sjyf est un théorème de F. Il en résulte que, si 7 n’est pas contradictoire, C west pas un 
théorème de J , puisque dans ces conditions Sy! n’est pas un théorème de 7. C’est là l’énoncé exact du 
théorème de Gödel. 

2 Gentzen associe à chaque démonstration D de l’arithmetique formalisée un ordinala(D) < eo: 
d’autre part, il décrit un procédé qui, à partir de toute démonstration D aboutissant à unecontradic- 
tion, fournit une démonstration D’ aboutissant aussi à une contradiction et telle que x{D’) < «{D): 
la théorie des ensembles bien ordonnés permet de conclure à l’inexistence d’une telle démonstration 
D (type de raisonnement qui étend la classique « descente infinie » de la théorie des nombres). 
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(11) 

(IL bis) 
(Im) 
(IV) 
(IV bis) 
(V) 
(VI) 
(VII) 
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(IX) 
(X) 
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(XH bis) 
(XI) 


(XIV) 
(XV) 


(XVI) 


(XVII) 
(XVII) 
(XIX) 
(XX) 
(XXI) 


(XXII) 


(XXIII) 
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Associée (section —) à une surjection: II, p. 18. 

Au moins égal, au plus égal: III, p. 4. 

Automorphisme: IV, p. 6. 

Auxiliaires (ensembles de base —): IV, p. 3 et p. 4. 

Axiome de l’ensemble à deux elements: II, p. 4. 

Axiome de l’ensemble des parties: II, p. 30. 

Axiome d’extensionalité: II, p. 2. 

Axiome de l'infini: III, p. 45. 

Axiome d’une espece de structure: IV, p. 4. 

Axiome explicite, axiome implicite: I, p. 21 et p. 22. 


Base d’un développement, d’un système de numération: III, p. 40 et p. 41. 
Bien ordonné (ensemble —): III, p. 15. 

Bijection, application bijective: II, p. 17. 

Binomial {coefficient —): III, p. 42. 

Biunivoque (correspondance —): Il, p. 17. 

Bon ordre, relation de bon ordre: III, p. 15. 

Borne inférieure, borne supérieure d’un ensemble: 111, p. 10. 
Borne inférieure, borne supérieure d’une application: III, p. 10. 
Borne supérieure d’une famille de cardinaux: III, p. 25. 

Borné (ensemble —): III, p. 9. 

Bornée (application —): III, p. 9. 


Canonique (application —): voir Application canonique. 

Canonique (décomposition —) d’une fonction: II, p. 44. 

Canonique (extension —) d’applications: IV, p. 2. 

Canonique (extension —) d’une correspondance aux ensembles de parties: II, p. 30. 
Canonique (extension—) d’une famille de fonctions aux ensembles de parties: II, p. 38. 
Canonique (extension —) de deux fonctions aux ensembles produits: II, p. 21. 
Canonique (injection —): II, p. 17. 

Cantor (théorème de —): HI, p. 30. 

Caractère fini (ensemble de parties de —): III, p. 34. 

Caractère fini (propriété de —): III, p. 34. 

Caractérisation typique d’une espèce de structure: IV, p. 4. 

Caractéristique (fonction —) d’une partie d’un ensemble: III, p. 38. 

Cardinal d’un ensemble: III, p. 23. 

Cardinal fini: III, p. 30. 

Cardinal inaccessible, — fortement inaccessible: III, p. 90, exerc. 22. 
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Cardinal régulier, cardinal singulier: III, p. 90, exerc. 17. 
Cardinal (produit —): III, p. 25. 

Cardinale (somme —): III, p. 25. 

Chiffre: III, p. 40. 

Classe d'équivalence: II, p. 41. 

Coefficient binomial: III, p. 42. 

Coincidant (fonctions —) dans un ensemble: II, p. 15. 
Coinitiale, cofinale (partie —): III, p. 9. 
Collectivisante (relation —): II, p. 3. 

Comparables (elements —): II, p. 13. 

Comparables (structures —): IV, p. 13. 

;ompatible (application —) avec une relation d’equivalence: II, p. 44. 
Compatible (application —) avec deux relations d'équivalence: II, p. 44. 
Compatible (relation —) avec une relation d'équivalence: II. p. 42. 
Compatible (relation —) avec deux relations d’equivalence: II, p. 47. 
Complementaire d’un ensemble: II, p. 6. 

Complete (solution —): I, p. 40. 

Composé de deux graphes: II, p. 11. 

Composee de deux correspondances: II, p. 13. 

Conjonction de deux relations: I, p. 29. 

Constante d’une theorie: I, p. 21. 

Constante (application —): II, p. 15. 

Constante auxiliaire (méthode de la —): I, p. 28. 

Construction d’échelon: IV, p. 1. 

Continu (hypothèse du —): III, p. 50. 

Continu (puissance du —): HI, p. 50. 

Construction formative: I, p. 17. 

Contenu (ensemble —) dans un ensemble: II, p. 2. 
Contradictoire (theorie —): I, p. 22. 

Coordonnée (première, seconde —) d’un couple: II, p. 7. 
Coordonnée d’indice ı dans un produit d’une famille d’ensembles: II, p. 32. 
Coordonnée (première fonction —, seconde fonction —): II, p. 16. 
Coordonnée (fonction —) d'indice ı: II, p. 32. 

Corollaire: I, p. 22. 

Correspondance entre deux ensembles: II, p. 10. 
Correspondance composée de deux correspondances: II, p. 13. 
Correspondance définie par une relation: II, p. 10. 
Correspondance définie pour l’objet x: II, p. 10. 
Correspondance réciproque d’une correspondance: II, p. 11. 
Correspondance biunivoque (ensembles mis en — —): II, p. 17. 
Coupe d’un graphe, coupe d’une correspondance: I], p. 10 et p. il. 
Couple: II, p. 7. 

Critère déductif: I, p. 23. 

Critère de la déduction: I, p. 27. 

Critère de substitution: I, p. 17. 

Critère formatif: I, p. 19. 

Croissante (application —): III, p. 7. 

Croissante (famille — de parties): III, p. 7. 


Décimal (système —): III, p. 41. 

Décomposition canonique d’une fonction: II, p. 44. 
Décroissante (application —): III, p. 7. 
Décroissante (famille —) de parties: III, p. 7. 
Deductif (critère —): I, p. 23. 
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Deduction (critère de la —): I, p. 27. 

Deduction de structures (procédé de —): IV, p. 8. 

Déduite (application —) d’une application par passage à un sous-ensemble, par passage 
à deux sous-ensembles: II, p. 15. 

Déduite (application —) d’une application par passage au quotient suivant une relation 
d'équivalence, par passage aux quotients suivant deux relations d’équivalence: II, 
p. 44 et p. 45. 

Déduite (relation —) d’une relation par passage au quotient suivant une relation d’équiva- 
lence: II, p. 43. 

Deduite (structure —) d’une autre par un procédé de déduction de structures: IV, p. 8. 

Définie (correspondance —) par une relation: II, p. 10. | 

Définie (correspondance —) pour l’objet x: IE, p. 10. 

Définition: I, p. 16. 

Définition (ensemble de —) d’une correspondance, d’un graphe: II, p. 9 et p. 10. 

Démonstratif (texte —): Í, p. 22. . 

Demonstration: I, p. 22. 

Denombrable (ensemble —) : III, p. 49. 

Depart (ensemble de —) d’une correspondance: II, p. 10. 

Dernier terme d’une suite finie: III, p. 38. 

Descendante (récurrence —): III, p. 34. 

Developpement de base 5: III, p. 40. 

Diagonale de A x A: II, p. 13. 

Diagonale de E!: II, p. 33. . 

Diagonale (application —) de A dans A x A: II, p. 17. 

Diagonale (application —) de E dans E!: II, p. 33. 

Difference de deux entiers: III, p. 37. 

Different (terme —) d’un autre: I, p. 39. 

Disjoints (ensembles —): II, p. 29. 

Disjoints (segments —): I, p. 43. 

Disjonction de deux relations: I, p. 18. 

Disjonction des cas (méthode de —): I, p. 28. 

Diviseur d’un entier: III, p. 39. 

Divisible (entier —) par un entier: III, p. 39. 

Domaine d’une correspondance: II, p. 10. 

Double (famille —): II, p. 14. 

Double (suite —): III, p. 46. 

Dyadique (système —): III, p. 41. 


Echelon sur des ensembles: IV, p. 2. 

Egal (terme —) à un autre: I, p. 38. 

Egalitaire (theorie —): I, p. 38. 

Egalité (relation d? —): I, p. 38. 

Elément: II, p. 1. 

Element maximal, minimal: III, p. 8. 

Elements comparables: III, p. 13. 

Ensemble: II, p. 1. 

Ensemble à n éléments (n entier): III, p. 31. 
Ensemble bien ordonné: III, p. 15. 

Ensemble d'arrivée d’une correspondance: II, p. 10. 
Ensemble de définition d’un graphe, d’une correspondance: II, p. 10. 
Ensemble de départ d’une correspondance: II, p. 10. 
Ensemble de parties de caractère fini: III, p. 34. 
Ensemble dénombrable: III, p. 49. 

Ensemble des applications de E dans F: II, p. 31. 
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Ensemble des cardinaux <a: III, p. 25. 

Ensemble des éléments d’une famille: II, p. 14. 

Ensemble des indices d’une famille: II, p. 14. 

Ensemble des objets de la forme T pour x e A: II, p. 6. 

Ensemble des paramètres d’une représentation paramétrique: II, p. 17. 

Ensemble des parties d’un ensemble: II, p. 30. 

Ensemble des valeurs d’un graphe, d’une correspondance: II, p. 10. 

Ensemble des x tels que R (R relation collectivisante en x): II, p. 4. 

Ensemble des x € A tels que Pia}: II, p. 5. 

Ensemble facteur d’un produit: II, p. 8 et p. 32. 

Ensemble filtrant à droite, à gauche: II, p. 12. 

Ensemble filtrant croissant, décroissant: III, p. 12. 

Ensemble filtrant pour la relation € (resp. >): III, p. 12. 

Ensemble fini: III, p. 31. 

Ensemble inductif: III, p. 20. 

Ensemble infini: III, p. 45. 

Ensemble majoré, minoré, borné: III, p. 9. 

Ensemble noethérien: III, p. 51. 

Ensemble ordonné, III, p. 5. 

Ensemble quotient: II, p. 41. 

Ensemble réduit à un seul élément: II, p. 4. 

Ensemble représentatif d’une relation: II, p. 9. 

Ensemble réticulé: III, p. 13. 

Ensemble réticulé achevé: III, p. 71, exerc. 11. 

Ensemble réticulé distributif: III, p. 72, exerc. 16. 

Ensemble totalement ordonné: III, p. 13. 

Ensemble universel: IV, p. 22. 

Ensemble vide: II, p. 6. 

Ensembles de base auxiliaires: IV, p. 3 et p. 4. 

Ensembles de base principaux: IV, p. 3 et p. 4. 

Ensembles disjoints, ensembles qui se rencontrent, ensembles sans element commun: II, 
p. 29. 

Ensembles équipotents: III, p. 23. 

Ensembles isomorphes: IV, p. 6. 

Ensembles munis d’une structure: IV, p. 4. 

Ensembles (théorie des —): II, p. 1. 

Entier, entier naturel: III, p. 30. 

Equation: I, p. 40. 

Equilibré (assemblage —): I, p. 45. 

Equilibré (mot —): I, p. 43. 

Equipotents (ensembles —): III, p. 23. 

Equivalence: II, p. 40. 

Equivalence (relation d —): II, p. 40. 

Equivalence (relation d’ —) dans un ensemble: II, p. 40. 

Equivalentes (espèces de structure —): IV, p. 9. 

Equivalentes (relations —): I, p. 31. 

Equivalentes (théories —): I, p. 24. 

Equivalents (éléments —): II, p. 40. 

Espèce de structure: IV, p. 4. 

Espece de structure d’ordre: IV, p. 5. 

Espece de structure univalente: IV, p. 7. 

Espèces de structure équivalentes: IV, p. 9. 

Existentiel (quantificateur —): I, p. 32. 

Explicite (axiome —): 1, p. 21. 
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Extension canonique d’applications: IV, p. 2. 

Extension canonique d’une correspondance aux ensembles de parties: II, p. 30. 
Extension canonique de deux fonctions aux ensembles produits: II, p. 21. 
Extension canonique d’une famille de fonctions aux ensembles produits: II, p. 38. 
Extensionalité (axiome d’ —): II, p. 2. 

Extraite (suite —): III, p. 45. 

Extrémité d’un intervalle: III, p. 14. 


Facteur (ensemble —): II, p. 8 et p. 32. 

Factorielle n: III, p. 41. 

Famille: II, p. 14. 

Famille d'éléments d’un ensemble: II, p. 14. 

Famille d’ensembles mutuellement disjoints: II, p. 29. 

Famille de parties d’un ensemble: II, p. 14. 

Famille de parties croissante, décroissante: III, p. 7. 

Famille double: II, p. 14. 

Famille finie: III, p. 31. 

Fausse (relation —): I, p. 22. 

Fermé (intervalle —, intervalle illimité —): III, p. 14 et p. 15. 
Filtrant à droite, à gauche (ensemble —): III, p. 12. 

Filtrant croissant, décroissant (ensemble —): III, p. 12. 
Filtrant pour la relation € (resp. >): HI, p. 12. 

Final (segment —) d’un mot: I, p. 43. 

Finale (structure —): IV, p. 19. 

Fini (cardinal —, ensemble —): III, p. 30 et p. 31. 

Finie (famille —): III, p. 31. 

Finie (suite —): III, p. 38. 

Fonction caractéristique d’une partie d’un ensemble: III, p. 38. 
Fonction (compatible, composée, constante, déduite, partielle, vide): voir Application. 
Fonction coordonnée: II, p. 16 et p. 32. 

Fonction de deux arguments: II, p. 21. 

Fonction définie dans A, à valeurs dans B: II, p. 14. 

Fonction ne dépendant pas de x: II, p. 21. 

Fonctionnel (graphe —): II, p. 13. 

Fonctionnel (symbole —): I, p. #1. 

Fonctionnelle (relation —): I, p. 41. 

Formative (construction —): I, p. 17. 


Générale (solution —): I, p. 40. 

Générique (structure —): IV, p. 4. 

Graphe, graphe d’une relation: II, p. 9. 

Graphe d’une correspondance: II, p. 10. 

Graphe composé de deux graphes: II, p. 11. 

Graphe fonctionnel: II, p. 13. 

Graphe réciproque d’un graphe, graphe symétrique: II, p. 11. 


Hypothèse auxiliaire (méthode de P —): I, p. 27. 
Hypothèse de récurrence: III, p. 18 et p. 32. 
Hypothèse du continu, hypothèse du continu généralisée: III, p. 50. 


Identique (application —): II, p. 14. 

Illimité (intervalle —): III, p. 15. 

Image d’un ensemble par un graphe, par une correspondance: II, p. 10. 
Image d’un objet par une fonction: II, p. 14. 
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Image d’un recouvrement par une fonction: II, p. 28. 

Image d’une correspondance: II, p. 10. 

Image directe d’une structure: IV, p. 21. 

Image réciproque d’un ensemble par un graphe, par une correspondance: II, p. 11. 
Image réciproque d’un recouvrement par une fonction: II, p. 28. 
Image réciproque d’une relation d’équivalence par une fonction: II, p. 45. 
Image réciproque d’une structure: IV, p. 15. 

Impair (entier —): III, p. 39. 

Implicite (axiome —): I, p. 22. 

Inclusion (relation d —): II, p. 2. 

Indices (ensemble des —) d’une famille: II, p. 14. 

Inductif (ensemble —): III, p. 20. 

Inductive (limite —) d’une famille d’applications: III, p. 63. 
Inductive (limite —) d’une famille d’ensembles: III, p. 61. 
Induit (ordre —, préordre —): III, p. 5. 

Induite (relation d’ordre —, relation de préordre —): III, p. 5. 
Induite (relation d’equivalence —): II, p. 45. 

Induite (structure —): IV, p. 16. 

Inferieur: III, p. 4. 

Infini (ensemble —-): III, p. 45. 

Initial (segment —) d’un mot: I, p. 43. 

Initiale (structure —): IV, p. 14. 

Injection, application injective: II, p. 16. 

Injection canonique d’une partie de E dans E: II, p. 17. 
Intersection d’un ensemble d’ensembles, d’une famille d'ensembles: II, p. 22 et p. 24. 
Intersection d’une famille de parties: II, p. 23. 

Intervalle fermé, illimité, ouvert, semi-ouvert: III, p. 14 et p. 15. 
Intrinsèque (terme —): IV, p. 7. 

Invariant (élément —): II, p. 15. 

Inverse à droite d’une injection: II, p. 19. 

Inverse à gauche d’une surjection: II, p. 19. 

Involutive (permutation —): II, p. 17. 

Isomorphes (ensembles —, structures —): IV, p. 6. 
Isomorphisme: IV, p. 6. 

Isomorphisme d’ensembles ordonnés: III, p. 5. 

Itérée (n-ème —) d’une application: III, p. 47. 


Lattis: III, p. 13. 

Legitimation (théorème de —): I, p. 29. 

Lemme: I, p. 22. 

Lexicographique (ordre —, produit —, relation d’ordre —): III, p. 23. 
Lien: I, p. 14. 

Limite inductive d’une famille d’applications: III, p. 63. 
Limite inductive d’une famille d’ensembles: III, p. 61. 
Limite projective d’une famille d’applications: HI, p. 54. 
Limite projective d’une famille d’ensembles: III, p. 52. 
Limitée (récurrence —): III, p. 33. 

Logique (signe —): I, p. 14. 

Logique (théorie —): I, p. 25. 

Longueur d’un mot: I, p. 42. 

Longueur d’une suite finie: III, p. 38. 


Majorant: III, p. 9. 
Majorant strict: III, p. 20. 
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Majorée (application —, partie —): III, p. 9. 
Mathématique (théorie —): I, p. 14, p. 21 et p. 22. 
Maximal (élément —): III, p. 8. 

Méthode de disjonction des cas: I, p. 28. 
Méthode de la constante auxiliaire: I, p. 28. 
Méthode de l’hypothèse auxiliaire: I, p. 27. 
Methode de réduction à l'absurde: I, p. 27. 
Minimal (élément —): III, p. 8. 

Minorant: III, p. 9. 

Minorée (application —, partie —): III, p. 9. 
Modele d’une theorie: I, p. 24. 

Moins fin (preordre —): III, p. 6. 

Moins fin (recouvrement —): II, p. 27. 

Moins fine (relation d'équivalence —): H, p. 45. 
Moins fine (structure —): IV, p. 13. 

Moins riche (structure —) : IV, p. 9. 

Monotone (application —): III, p. 7. 
Morphisme: IV, p. 11. 

Mot: I, p. 42. 

Mot équilibré: I, p. 43. 

Mot significatif: I, p. 43. 

Mot vide: I, p. 42. 

Multiple d’un entier: III, p. 39. 

Multiple (suite —): III, p. 46. 

Mutuellement disjoints (famille d’ensembles —): II, p. 29. 


Naturel (entier —): III, p. 30. 

Négation d’une relation: I, p. 18. 

Noethérien (ensemble —): III, p. 51. 

Nombre d’éléments d’un ensemble fini: III, p. 31. 
Numération (système de —): III, p. 41. 
Numérique (symbole —): III, p. 40. 


Opposée (relation d'ordre —, relation de préordre —): III, p. 1 et p. 3. 
Ordinal: III, p. 77, excerc. 14. 

Ordinal initial: III, p. 87, exerc. 10. 

Ordinal initial regulier, singulier, inaccessible: III, p. 89, exerc. 16. 
Ordonné (ensemble —): III, p. 5. 

Ordonné (réseau —): III, p. 13. 

Ordre: III, p. 2. 

Ordre (bon —): III, p. 15. 

Ordre induit: III, p. 5. 

Ordre lexicographique: III, p. 23. 

Ordre produit: III, p. 6. 

Ordre total: III, p. 14. 

Ordre (relation d’ —): III, p. 1. 

Origine d’un intervalle: III, p. 14 et p. 15. 

Ouvert (intervalle —, intervalle illimité —): III, p. 14 et p. 15. 


Pair (entier —): III, p. 39. 

Paramètre: II, p. 17. 

Paramètres (ensemble des —): II, p. 17. | 
Paramétrique (représentation —): II, p. 17. 
Parfaitement équilibré (assemblage —): I, p. 45. 
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Partie d’un ensemble: II, p. 2. 

Partie entière du quotient de deux entiers: III, p. 39. 
Partie pleine: II, p. 2. 

Partie saturée pour une relation d'équivalence: II, p. 43. 
Partiel (produit —): II, p. 33. 

Partielle (application —): II, p. 21. 

Parties (ensemble des —): II, p. 30. 

Partition d’un ensemble: II, p. 29 

Passage aux sous-ensembles: II, p. 15. 

Passage aux ensembles quotients: II, p. 44 et p. 45. 
Permutation: II, p. 17. 

Permutation involutive: II, p. 17. 

Pleine (partie —): II, p. 2. 

Plus fin (préordre —): III, p. 6. 

Plus fin (recouvrement —): II, p. 27. 

Plus fine (relation d'équivalence —): II, p. 45. 
Plus fine (structure —): IV, p. 13. 

Plus forte (théorie —): I, p. 24. 

Plus grand, plus petit: III, p. 4. 

Plus grand élément, plus petit élément: III, p. 8. 
Plus riche (espèce de structure —): IV, p. 9. 

Poids d’un signe: I, p. 17. 

Premier terme d’une suite: III, p. 38. 

Première coordonnée d’un couple: II, p. 7. 
Première projection d’un couple: II, p. 7. 
Première projection d’un graphe: II, p. 9. 
Préordre: III, p. 4. 

Préordre moins fin, plus fin: III, p. 6. 

Préordre (relation de —): III, p. 2. 

Principaux (ensembles de base —) : IV, p. 3 et p. 4. 
Principe de récurrence: III, p. 32. 

Principe de récurrence noetherienne: III, p. 51. 
Principe de récurrence transfinie: III, p. 18. 
Principe des bergers: III, p. 41. 

Procédé de déduction de structures: IV, p. 8. 
Produit cardinal: III, p. 25. 


Produit d’ensembles ordonnés, d’ensembles préordonnés: III, p. 6 et p. 7. 


Produit d’une famille d’ensembles: II, p. 32. 

Produit de deux ensembles: II, p. 8. 

Produit de deux recouvrements: II, p. 28. 

Produit de deux relations d’équivalence: II, p. 46. 
Produit lexicographique: III, p. 23. 

Produit ordinal de types d’ordre: III, p. 77, exerc. 13. 
Produit partiel: II, p. 33. 

Produit (ordre —, préordre —): III, p. 6 et p. 7. 


Produit (relation d’ordre —, relation de préordre —): III, p. 6 et p. 7. 


Produit (structure —): IV, p. 16. 

Projection (premiere —, seconde —) d’un couple: II, p. 7. 
Projection (première —, seconde —) d’un graphe: II, p. 9. 
Projection sur un ensemble facteur: II, p. 32. 

Projection sur un produit partiel: II, p. 33. 


Projective (limite —) d’une famille d’applications: III, p. 54. 


Projective (limite —) d’une famille d’ensembles: III, p. 52. 
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Prolongement d’un ordre, d’un préordre, d’une relation d'ordre, d’une relation de préordre: 
HI, p. 5. 

Prolongement d’une application: IH, p. 15. 

Proposition: I, p. 22. 

Propre (segment —): I, p. 43. 

Propriété de caractère fini: III, p. 34. 

Puissance du continu: HI, p. 50. 

Puissance d’un ensemble: III, p. 23. 


Quantificateur existentiel, — universel: I, p. 32. 
Quantificateur typique: I, p. 36. 

Quantifiée (théorie —): I, p. 33. 

Quotient de deux entiers: III, p. 39. 

Quotient (ensemble —): H, p. 41. 

Quotient (relation d'équivalence —): II, p. 46. 
Quotient (structure —): IV, p. 21. 


Réciproque (application —): II, p. 17. 

Réciproque (correspondance -—, graphe —): II, p. 11. 

Réciproque (image —) d’un ensemble: II, p. 11. 

Reciproque (image —) d’un recouvrement: II, p. 28. 

Réciproque (image —) d’une relation d’equivalence: II, p. 45. 
Reciproque (image —) d’une structure: IV, p. 15. 

Recouvrement d’un ensemble: II, p. 27. 

Recouvrement moins fin, plus fin: II, p. 27. 

Récurrence (hypothèse de —): III, p. 18 et p. 32. 

Récurrence (principe de —): III, p. 32. 

Récurrence à partir de k, récurrence descendante, récurrence limitée: III, p. 33 et p. 34. 
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Fascicule de résultats 


INTRODUCTION 


Le lecteur trouvera dans le présent fascicule la plupart des définitions et des 
résultats de théorie des ensembles qui seront utilisés dans la suite de cet ouvrage; 
il n’y trouvera aucune démonstration. En ce qui concerne les notions et termes 
introduits ci-dessous sans qu’il en soit donné de définition, il pourra se borner à 
leur attribuer leur sens usuel, ce qui n’offre aucun inconvénient pour la lecture 
du reste de ce traité, et rend presque immédiates la plupart des propositions 
énoncées dans ce fascicule. La lecture du Livre de Théorie des Ensembles est 
indispensable pour les lecteurs désireux de savoir comment on peut surmonter les 
difficultés logiques que crée la présence de ces termes non définis}, et pour ceux qui 
veulent connaître les démonstrations des théorèmes plus difficiles énoncés aux 
88 6 et 7 de ce fascicule (théorème de Zorn et ses conséquences). 


$1. ELEMENTS ET PARTIES D'UN ENSEMBLE 


1. Un ensemble est formé d’éléments susceptibles de posséder certaines propriétés 

et d’avoir entre eux, ou avec des éléments d’autres ensembles, certaines relations. 
2. Ensembles et éléments sont désignés dans les raisonnements par des sym- 

- boles graphiques, qui sont en général des lettres (de divers alphabets) ou des com- 


1 Le lecteur ne manquera pas d’observer que le point de vue « naïf», qui est adopté dans ce 
fascicule pour exposer les principes de la théorie des ensembles, est en opposition directe avec le point 
de vue « formaliste » adopté dans le livre de Théorie des ensembles dont ce fascicule est le résumé; 
bien entendu, cette opposition est voulue, et correspond aux buts différents en vue desquels sont 
écrites ces deux parties de notre ouvrage; nous renvoyons à E, I, p. 7-13 pour des explications plus 
détaillées sur ce point. 
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binaisons de lettres et d’autres signes; les relations entre éléments d’un ou 
plusieurs ensembles se notent en insérant les symboles qui désignent ces éléments 
dans un schéma caractéristique de la relation envisagée!; de même pour les 
propriétés. 

Une lettre peut désigner, soit un élément déterminé, soit un élément arbitraire 
(dit aussi variable où argument) d’un ensemble. Quand, dans une relation, on rem- 
place un élément arbitraire par un élément déterminé (du même ensemble), on dit 
qu’on lui donne pour valeur cet élément déterminé. 

Pour indiquer les éléments qui figurent dans une relation (qu’on n’écrit pas 
explicitement), on représente cette relation par une notation telle que Rx, y, z$ 
(si x, y, z sont les éléments qui interviennent dans la relation considérée). 

3. On dit qu’une relation ou une propriété, dans laquelle interviennent des 
elements arbitraires?, est une identité, si elle devient une proposition vraie de 
quelque manière qu’on donne une valeur à ces éléments. Si R et S désignent deux 
relations (ou propriétés) on dit que R entraine S lorsque S est vraie chaque fois 
qu’on fixe les éléments arbitraires qui entrent dans ces relations de manière que 
R soit vraie; on dit que R et S sont équivalentes lorsque chacune de ces relations 
entraine l’autre. 

4. Soit Rix, y,z} unc relation entre des variables x,y,z; la phrase «quelque soit x, 
Rix, y,zi» (ou « pour tout x, Rix, y,zi») se note (Vx)Rix, y,zi; c’est une relation 
entre y et z, qui sera considérée comme vraie, pour un système de valeurs données 
à ces dernières variables, si R est vraie pour ces valeurs de y et z et toute valeur 
donnée à x. La phrase «il existe x tel que Rx, y,z?», qui se note (Ix)R%, 7,2}, 
est également une relation entre y et z, qui sera considérée comme vraie, pour un 
système de valeurs données à y et z, si, ces valeurs étant ainsi fixées, on peut don- 
ner à x au moins une Valeur pour laquelle R soit vraie. De même pour une relation 
entre des variables en nombre quelconque. 

La négation de R se note R ou « non R »; la négation de « quel que soit x, R » 
est «il existe x tel que R »; celle de « il existe x tel que R » est « quel que soit x, R ». 

5. Si R, S, désignent deux relations, on convient que «R et S» est une seule 
relation, qu’on considère comme vraie chaque fois que R, S sont vraies toutes 
deux; de même, « R ou S » est une relation qu’on considère comme vraie chaque 
fois que l’une au moins des relations R, S est vraie (et en particulier chaque fois 
qu’elles sont toutes deux vraies; le «ou » n’a donc pas ici le sens disjonctif qu’il 
possède parfois dans le langage ordinaire). La négation de « R et S »est «R ou S »; 
celle de « R ou S» est « R et S ». 


1 Lorsque le symbole qui désigne un élément est une combinaison de plusieurs signes, et qu’on doit 
lPinsérer dans une relation à la place d’une seule lettre, il y a lieu le plus souvent, pour éviter des 
confusions possibles, de le mettre entre parenthèses ou entre crochets. 

2 J] faut bien remarquer que, lorsqu'on parle d’une propriété d’un élément d’un ensembie E, cela ne 
signifie nullement que la propriété soit vraie pour tout élément de E, mais simplement qu'elle a un sens 
pour tout élément de E, est éventuellement vraie pour certains de ces éléments, et fausse pour les 
autres. De même pour les relations. 
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6. En écrivant deux symboles de part et d’autre du signe « = » (qui se lit 
«égale »), on a une relation dite relation d’égalité, qui signifie que ces deux sym- 
boles représentent le même élément; la négation de cette relation s’obtient en 
écrivant les mêmes symboles de part et d’autre du signe « # » (qui se lit « différent 
de »). 

7. Étant donné un ensemble E, et une propriété d’un élément de E, ceux des 
éléments de E qui possèdent cette propriété forment un nouvel ensemble, qu’on 
appelle partie ou sous-ensemble de E. Deux propriétés équivalentes définissent ainsi la 
même partie de E, et réciproquement. 

Soit A une partie de E; x étant un élément de E, la propriété «x appartient à 
A » (c’est-à-dire «x est élément de À ») s'écrit «x € A »; l’ensemble des éléments 
qui possèdent cette propriété n’est évidemment autre que À. 

La négation de cette propriété se note « x ¢ A » et se lit «x n’appartient pas à 
A»; l’ensemble des éléments de E possédant cette propriété s’appelle complémen- 
taire de A et se note GA ou E =A. 

8. Certaines propriétés, par exemple x = x, sont vraies pour fous les éléments 
de E; deux quelconques de ces propriétés sont équivalentes; la partie qu’elles 
définissent n’est autre que l’ensemble E lui-même. 

Inversement, certaines propriétés, par exemple x # x, ne sont vraies pour 
aucun élément de E; deux quelconques de ces propriétés sont encore équivalentes; 
la partie qu’elles définissent est appelée la partie vide de E, et désignée par la 
notation ©. 

On notera que E et Ø sont complémentaires Pun de l’autre. 

9. Soit a un élément déterminé de E; certaines propriétés ne sont vraies que 
pour le seul élément a, par exemple x = a; deux quelconques de ces propriétés sont 
équivalentes; on désigne par {a} la partie qu’elles définissent, et on dit que c’est 
la partie réduite au seul élément a. 

10. On appelle ensemble des parties d’un ensemble E, et on désigne par R(E), 
l’ensemble dont les éléments sont les parties de E. On a ø e P(E), E e P(E); et, 
quel que soit x e E, {x} e P(E). Si x désigne un élément de E, X un élément de 
P(E), la relation «x e X » entre x et X est dite relation d'appartenance. 

11. Soient x et y deux éléments de E, X un élément de ${E); la relation 
d'égalité «x = y » est équivalente à la relation « pour tout X tel que x e X, on a 
yEX». 

12. Soient X, Y deux parties d’un ensemble E; si la propriété x e X entraîne 
la propriété x e Y, autrement dit, si tout élément de X appartient aussi à Y, on 
dit que X est contenu dans Y, ou que Y contient X, ou que X est une partie de Y ; cette 
relation entre X et Y s'appelle relation d’inclusion (de X dans Y) et se note 
«X € Y»ou«Y > X»; sa négation se note 4Y & Y » ou « Y D X». 

Quelle que soit la partie X de E, ona ø € X,etX c E. La relation d’appar- 
tenance «ze X » est équivalente à « {x} € X». 

La relation «X < Y et Y € Z » entraîne «X © Z». 
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La relation « X € Y » n’exclut pas que l’on ait « X = Y »; la relation « X € Y 
et Y € X »est équivalente à «X = Y ». 

13. Soient X et Y deux parties quelconques de E; Pensemble des éléments qui 
possèdent la propriété « x e X ou x € Y » se note X U Y et s'appelle la réunion de X 
et Y; l’ensemble des éléments qui possèdent la propriété « x e X et x € Y » se note 
X A Y et s'appelle Pintersection de X et Y. 

On définit de la même façon la réunion ou l'intersection de plusieurs parties 
de E. 

Si x, y,z sont trois éléments de E, la réunion {x} U {y} U {z} se note aussi 
{x,y,z}. De même pour des éléments (individuellement nommés) en nombre 
quelconque. 

Soient X et Y deux parties de E; suivant que X N Y # ø ouqueX NY = Ø, 
on dit que X et Y se rencontrent ou sont disjointes. 

14. Dans énoncé des propositions qui suivent, X, Y, Z désignent des parties 
quelconques d’un même ensemble E. 

a) Ona 


8 = ÎE, E = lø. 


b) Quel que soit X, on a 


(1) (CX) = X; 
(2) XUX=X, xnX=X; 
(3) X u ((X) = E, XN (EX) = 2; 
(4) XUgS=X, XNE = X; 
(5) XUVE=E XNg= g. 
c) Quels que soient X, Y, on a 
(6) XUY=YUX, XNY=YNX (commutativité); 
(7) Xe XU Y, XnYeX; 
(8) (X U Y) = (KINN), (X A^ Y) = (6X) U (CY). 


d) Les relations 
Xc Y, (X > CY, XuY=Y, XNY=X 
sont équivalentes. 
e) Les relations 
XNY = Ø, Xc IY, Y = (X 


sont équivalentes, 
f) Les relations 


XUY=E, X=Y, WeX 


sont équivalentes. 
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g) Quels que soient X, Y, Z on a (associativité et distributivite) 


(9) XU(YUZ) = (KUY)UZ =XUYUZ, 
XN(YNZ)=(XNY)nZ=XNYNZ; 

(10) XU(YNZ)=(XUY)n(XU2Z), 
XAN(YUZ)=(XNY)LU(XN2). 


h) La relation X € Y entraine les relations 
XUZeYUZ et XAZc YAZ. 


i) La relation «Z € X et Z € Y » est équivalente à Z € X N Y; la relation 
«X c ZetY = Z»est équivalente à «X UY € Z». 

15. D’après les identités (8), si une partie A de E se déduit d’autres parties X, 
Y, Z de E par application, dans n’importe quel ordre, des seules opérations f, 
U, N, on obtiendra le complémentaire GA en remplaçant les parties X, Y, Z par 
leurs complémentaires, et les opérations U, N, par N, U, respectivement, l’ordre 
des opérations étant respecté; c’est la règle de dualité. Étant donnée une égalité 
A = B entre parties de la forme précédente, considérons légalité équivalente 
CA = CB; si on remplace GA et CB par les expressions que fournit l'application de 
la règle de dualité, puis si, dans ces expressions, on remplace 6X, CY, 6Z par X, Y, 
Z et vice versa, on obtient une égalité dite duale de A = B; on peut opérer de 
même sur une relation d’inclusion A € B, mais il faut avoir soin de remplacer le 
signe « € » par «4 >». 

Les identités affectées ci-dessus du même numéro sont duales l’une de 
‘ Pautre. 

16. Dans certaines questions, on considère une partie déterminée A d’un 
ensemble E; si X est une autre partie arbitraire de E, on appelle alors trace de X 
sur A l’ensemble AN X, qu’on note souvent aussi X4, et qu’on considère tou- 
jours, dans ce cas, comme une partie de A. Quelles que soient les parties X, Y de 
E, on a 

(X UY) = X,U Y;a; (X aY) = X, 0Y; 
et 
taXa = (Ce X)a 


(lX désigne le complémentaire de X pris par rapport à E, 6,X, le complémen- 
taire de X, pris par rapport à A). 

Si € désigne un ensemble de parties de E, on appelle de même trace de € sur A 
l’ensemble €, des traces sur A des ensembles de €. 
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1. Soient E et F deux ensembles, distincts ou non. Une relation entre une 
variable x de E et une variable y de F est dite relation fonctionnelle en y, si, quel 
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que soit x € E, il existe un élément y de F et un seul, qui soit dans la relation considérée 
avec x. 

On donne le nom de fonction à l'opération qui associe ainsi à tout élément x € È 
l'élément y € F qui se trouve dans la relation donnée avec x; on dit que y est la 
valeur de la fonction pour l'élément x, et que la fonction est déterminée par la 
relation fonctionnelle considérée. Deux relations fonctionnelles équivalentes 
déterminent la même fonction. On dit qu’une telle fonction « prend ses valeurs 
dans F » et qu’elle est « définie dans (ou sur) E », ou encore que c’est une « fonction 
d’un argument (ou d’une variable) parcourant E »; plus brièvement, on dit aussi 
que c’est une application de E dans F. Au lieu de dire: « Soit f une application de E 
dans F», on dira aussi: «Soit f: E — F une application » (ou même: «Soit 
J:E — F » si cela n’entraine pas confusion). 

Pour décrire une situation où figurent plusieurs applications, on fera aussi 
usage de diagrammes tels que 


SAN 
N 
E 





où la lettre accolée à une flèche désigne une application de l’ensemble origine de 
cette flèche dans l’ensemble extrémité. 

Lorsqu'une relation de la forme y = (x) (où (x) désigne une combinaison 
de signes dans laquelle peut figurer x) est une relation fonctionnelle en y, on 
désignera parfois la fonction qu’elle determine par la notation x> «x», ou 
même simplement par x), ce qui est un abus de langage très fréquent (c’est ainsi 
qu’on parlera de la fonction sin x dans R). Par exemple, si X, Y sont deux 
parties d’un ensemble E, la relation Y = (X est fonctionnelle en Y, et on désigne 
par X > (X l’application de (E) dans lui-même qu’elle détermine. 

2. Les applications d’un ensemble E dans un ensemble F sont les éléments d’un 
nouvel ensemble, l’ensemble des applications de E dans F, noté F (E; F). Si f est un 
élément quelconque de cet ensemble, on désigne souvent par f(x) la valeur de f 
pour l’élément x de E; dans certains cas, on préfère employer la notation f,, dite 
notation indicielle (l’ensemble E est alors appelé l’ensemble des indices). La relation 
xy = f(x) » est une relation fonctionnelle en y, qui determine f. 

La relation d'égalité «f = g » entre applications de E dans F est équivalente 
à la relation « quel que soit x € E, f(x) = g(x) ». 

3. Une fonction définie dans un ensemble E, et prenant une même valeur a 
pour tout élément x de E, est dite constante dans E; elle est déterminée par la 
relation fonctionnelle y = a. 


2-5 FONCTIONS E.R.7 


L’application de E dans E qui fait correspondre a tout element x de E cet 
élément lui-même, est appelée application identique et se note Idg; elle est 
déterminée par la relation fonctionnelle y = x. 

Si A est une partie quelconque de E, l'application de A dans E qui, à tout 
element x de A, fait correspondre x considéré comme élément de E, s'appelle 
application canonique de A dans E. 

Soit f une application d’un ensemble E dans lui-même; on dit qu’un élément 
x € E est invariant par f, si f(x) =x. 

On dit que x est invariant par un ensemble d’applications de E dans E lorsqu'il 
est invariant par chacune d’elles. 

4. Soient fune application de E dans F, et X une partie quelconque de E. On 
appelle image de X par f, ou encore ensemble des valeurs prises par f sur X, la partie 
Y de F formée des éléments y qui possèdent la propriété: 


«il existe ve E tel quc xe X ety = f(x)». 


On définit ainsi une relation entre X et Y, qui est fonctionnelle en Y, et déter- 
mine donc une application de (E) dans ¥(F), qu’on appelle extension de f aux 
ensembles de parties; par abus de langage on la note encore f, et on écrit Y = f(X). 

Quels que soient f et x, on a 


JS) = o et f(x) = {fx} 


Par abus de langage la valeur f(x) de f pour x s'appelle aussi image de x par f. 

Si y est un élément de F, la propriété «y e f(E) » s’énonce encore en disant 
que «y est de la forme f(x) ». 

Par abus de langage, l’image f(E) de E par f s'appelle parfois l’image de f. 

Si on a f(E) = F, c’est-à-dire si, quel que soit y € F, il existe x € E tel que 
y = f(x), on dit que fest une application de E sur F. On dit aussi que fest une 
application surjective, ou une surjection. 

Soient x un élément et X une partie quelconques de E. Au lieu de dire que 
f(x) est la valeur de f pour x, et f(X) l’image de X par f, on dit parfois que f 
transforme x en f(x) et X en f(X); f(x) et f(X) sont alors appelés les transformés par 
fde x et X respectivement. On utilise surtout ce langage lorsque fest une appli- 
cation de E sur F; dans ce cas on dit aussi que f est une transformation de E en F. 

Si fest une application de E dans lui-même, on dit qu’une partie X de E est 
stable par fi f(X) € X. On dit que X est stable par un ensemble d’applications de 
E dans E lorsque X est stable par chacune de ces applications. 

5. Soit fune application de E dans F; on a les propositions suivantes, où X et 
Y désignent des parties arbitraires de E: 

a) La relation X € Y entraine f(X) € f{Y). 
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b) La propriété X # © est équivalente à f(X) # 2. 
c) Quels que soient X, Y, on a 
(11) JR YY) = FX) Y AY), 
(12) | FJ&NY)E FINN. 


6. Soient fune application de E dans F, et Y une partie quelconque de F. On 
appelle image réciproque de Y par f la partie X de E formée des éléments x qui 
possèdent la propriété: 


fi) eY. 


On définit ainsi une relation entre X et Y, qui est fonctionnelle en X, et 
détermine donc une application de (F) dans (E), qu’on appelle N 
-1 


réciproque de f aux ensembles de parties, et qu’on note f; on écrit donc X = f (Y ). 
En particulier, si y est un élément de F, fi y) sera l’ensemble des x € E tels 
-1 
que f(x) = y; les relations « f(x) = y» et «xe f({y}) » sont équivalentes. Par 


abus de langage on écrit aussi f (y) au lieu de f y). 

La trace X, d’une partie X de E sur une partie déterminée A n’est autre que 
Pimage réciproque de X par l'application canonique de A dans E (n° 3). 

7. Soit fune application de E dans F; on a les propositions suivantes, où X et 
Y désignent des parties arbitraires de F: 


- Sy 
a) La relation X c Y entraîne KX) c f(Y). 
b) Quels que soient X, Y, on a 


(13) KX U Y) = AX) U RY), 
( 


(14) {xa Y) = KX) a FY), 


f -1 -1 
(15) SCX) = X). 
On notera la différence entre les formules (12) et (14); (14) ne serait pas vraie 
1 


quels que soient X et Y, si on remplaçait f par une application quelconque de F dans 
E. De même, il n’y a pas d'analogue à la relation (15) pour l'extension d’une appli- 
cation quelconque. 


—1 El 
On a de plus f( Ø) = 2; mais ici, on peu avoir f(X) = ø pour une partie 


non vide X de F; pour que X # Ø entraine Fix) # ©, il faut et il suffit que f 
soit une application de E sur F. 
8. Si une application f de E dans F est telle que, pour tout y € F, il existe au 


-1 
plus un x € E tel que y = f(x) (autrement dit, que l’ensemble f({y}) soit vide ou 
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réduit à un seul élément), on dit que f est une application injective ou une injection. 
On a alors, quelles que soient les parties X, Y de E, 


(16) FX AY) = AX) na fY). 
9. Si une application f de E dans F est telle que, pour tout y € F, il existe un 


xE E et un seul tel que y = f(x) (autrement dit, que Fk) soit réduit à un seul 
element), on dit que f est une application bijective, ou une bijection. Une telle 
application peut être caractérisée comme étant à la fois surjective et injective. 

Lorsque fest une application bijective de E sur F, la relation y = f(x) est non 
seulement fonctionnelle en y, mais aussi fonctionnelle en x. En tant que relation 
fonctionnelle en x, elle determine une application bijective de F sur E, qu’on 
appelle l'application réciproque de f. 

On notera que l'extension de l'application réciproque de f est alors identique à l'extension 
réciproque de f. 

Soit g l’application réciproque de f; les relations «y = f(x)» et «x = g(y) » 
sont équivalentes ; l'application réciproque de g est f. Lorsque fest une application 
bijective de E sur F, on a, non seulement la relation (16), mais aussi, quelle que 
soit la partie X de E, 


FX) = (X). 


De plus, l’extension de f est une application bijective de P(E) sur (F). 

On dit qu’une application bijective de E sur F et son application réciproque 
réalisent une correspondance biunivoque entre E et F, ou que E et F sont mis en corres- 
pondance biunivoque par ces applications. 

Une application bijective d’un ensemble E sur lui-même se nomme permutation 
de E; lapplication identique est une permutation. Si une permutation est 
identique à son application réciproque, on dit qu’elle est involutive; il en est ainsi, 
par exemple, de l’application X > [X de P(E) sur lui-même. 

10. Dans les propositions suivantes, X désigne une partie arbitraire de E, Y 
une partie arbitraire de F, f une application de E dans F: 


a) Ona 

(17) FY) = KY n FE), 
(18) X € (SX), 
<19) SFY) EY. 


b) Les propriétés « quel que soit Y, f( fi (Y)) = Y»et« fest une application 
surjective » sont équivalentes. 

c) Les propriétés « quel que soit X, F (f{X)) = X» et « fest une application 
injective » sont équivalentes. 
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d) Les propriétés « quels que soient X, Y, f{f(X)) = Xet f{fiY)) = Y»et 
«fest une application bijective de E sur F » sont équivalentes. 

11. Soient E, F, G, trois ensembles, distincts ou non; soit f une application de 
E dans F, et g une application de F dans G. L’application de E dans G, dont la 
valeur, en un élément quelconque x de E, est g(f(x)), s'appelle lapplication 
composée de g et f (ou fonction composée de g et f), et se note g > f, ou simplement 
gj lorsqu'il n’y a pas ambiguïté. 

L’egalite À = g o f s'appelle une factorisation de A. 

On observera que, si G est distinct de E, on ne peut pas parler de l’applicatior: 
composée de f et g, et que la notation fo g n’a aucun sens; si G est identique à E. 
fogetgo fne sont éléments d’un même ensemble que si F est lui aussi identique à E: 
et même dans ce cas, on a en général fo g # go f; l’ordre dans lequel on compose les 
applications f et g est donc essentiel. 

Soient + l’application composée de g et f, X une partie quelconque de E et Z 
une partie quelconque de G; on a 


(20) X) = (SR), 
(21) 3 (2) = fle(2)). 


Si / est une application bijective de E sur F, et g une application bijective de F 
sur G, ge f est une application bijective de E sur G. 
Soit h une application de G dans un ensemble H; on a 


ho(gof) = (hog) of 


cette application de E dans H se note encore ho go f, et on dit qu’elle est com- 
posée des trois applications Ah, g, f prises dans cet ordre. On définit de même la 
composition de plus de trois applications {voir A, I, $ 1,n® 2 et 3). 

Si fest une application de E dans lui-même, on appelle zierees de f les applica- 
tions f” (n entier >1) de E dans lui-même, définies par récurrence sur n au 
moyen des re = f, f” = f"" > f, on dit que f” est la n-eme itérée de f. 
Onaf"'"= f"o 

12. En général, de composée T f de lextension réciproque et de 
Pextension d’une application f, n’est pas l'application identique de P(E) sur 


aH 


lui-même; de même, fof west pas en général application identique de (F) sur 
lui-même. Ces deux propriétés n’ont lieu simultanément que lorsque f est une 
application bijective de E sur F. 

De plus, dans ce cas, si on désigne par g l'application réciproque de f, les appli- 
cations composées g o f et fs g sont respectivement l'application identique de E 
sur E et l’application identique de F sur F. 

Réciproquement, si f est une application de E dans F, et g une application de 
F dans E, telles que g > f soit une permutation de E, et fo g une permutation de 
F, f est une application bijective de E sur F, et g une application bijective de F 
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sur E. Si en outre g o f est l’application identique de E sur E, g est l’application 
réciproque de f. 

13. Soient f une application de E dans F, et À une partie quelconque de E; 
Papplication de A dans F, dont la valeur en un élément quelconque x de A est 
f(x), s'appelle la restriction de f à la partie A et se note f|A; elle n’est autre que la 
composée de f et de l’application canonique de A dans E. Si deux applications 
J, g de E dans F ont même restriction à A, on dit encore qu’elles coincident dans A. 
Inversement, on dit que fest un prolongement de f|A à E. 

14. Une application d’un ensemble E sur un ensemble F est encore appelée 
représentation parametrique de F au moyen de E; on dit alors que E est l’ensemble des 
paramètres de cette représentation, et ses éléments prennent le nom de paramètres. 

Une famille d'éléments d’un ensemble F est, par définition, une partie de F 
munie d’une représentation paramétrique; autrement dit, la donnée d’une 
famille d'éléments de F équivaut à celle d’une application d’un ensemble quel- 
conque E dans F. L’image de E par cette application est appelée ensemble des 
éléments de la famille; on remarquera que deux familles distinctes d’elements de F 
peuvent avoir la même partie de F comme ensemble de leurs éléments. 

A toute partie À d’un ensemble F, on peut toujours faire correspondre une 
famille d'éléments dont l’ensemble des éléments soit A; il suffit de considérer la 
famille définie par l'application canonique de A dans F. 

Une famille d'éléments de F étant définie par une application ı+> x, d’un 
ensemble I dans F, on la désignera par la notation (x,),eņ ou simplement (x,) s’il 
n’y a pas de confusion possible sur l’ensemble des indices. 

Si J est une partie de I, la famille (x,),., prend le nom de sous-famille de la 
famille (x,), ey correspondant à J; elle est définie par la restriction à J de l’applica- 
tion ı > X, 
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1. Soient E et F deux ensembles distincts ou non. Les couples (x, y) dont le pre- 
mier élément x est un élément quelconque de E, et le second y un élément quel- 
conque de F, sont les éléments d’un nouvel ensemble, qu’on appelle l’ensemble 
produit de E par F, et qu’on note E x F; E et F sont dits les ensembles facteurs de 
E x F. Deux couples ne sont considérés comme identiques que s’ils ont respective- 
ment même premier et même second élément; autrement dit, la relation 
« (x,y) = (xX,y’) » est équivalente à la relation «x = x et y = y'». Si z est un 
élément quelconque de E x F, la relation «x est premier élément du couple z » 
est une relation fonctionnelle en x; elle détermine une application de E x F dans 
E, qu’on nomme premiere coordonnée, ou encore première projection, et qu’on désigne 
par la notation pr,; au lieu de dire «x est premier élément du couple z», on dit 
aussi «x est la première coordonnée de z », «x est la première projection de 2», 
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«x = prı(z) ». On définit de même la seconde coordonnée, ou seconde projection, qui 
est une application de E x F dans F, et qu’on désigne par pr;. 


La relation «x = pr,(z) ety = pr,(z) » est équivalente à 
«z= (x,y) » 


L’extension de la fonction pr, aux ensembles de parties se note encore de la 
même manière, conformément aux conventions générales, et se nomme encore 
première projection (on n’emploie plus ici le terme « coordonnée »). De même pour 
l'extension de la seconde projection. 

2. Une relation R entre un élément x de E et un élément y de F est une pro- 
priété du couple (x, y), et définit par suite une partie du produit E x F, appelée 
graphe de R; inversement, toute partie A de E x F est le graphe de la relation 
(x, y) € À entre x et y. 

Soient A une partie de E et B une partie de F; on note A x B la partie de 
E x F définie par la relation « x € A et y e B » entre x et y. 

3. Dans les propositions suivantes, X, X’ désignent des parties quelconques 
de E; Y, Y’ des parties quelconques de F; Z une partie quelconque de E x F. 

a) La relation «X x Y = 9 est équivalente à «X = Ø ou Y = Ø». 

b) Si X x Y # ø, la relation «X x Y € X’ x Y'» est équivalente à 
«Xe X'e Ye Y'». 

c) Quels que soient X, X’, Y, on a 


(22) (X x Y)U (X’ x Y) = (X U X'} xY. 
d) Quels que soient X, X’, Y, Y’, on a 

(23) (X x Y)N(X' x Y) = (KNX) x (Y NY). 
e) Quels que soient X, Y, on a 

(24) PHR)=XxE pafY)=E x Y. 
f) SiY # 8, on a, quel que soit X, 

(25) pri(X x Y) = X. 
g) Quel que soit Z, on a 

(26) Z c pr(Z) x pra(Z). 


k) Soit a un élément de E; l'application (a, y) > y de l’ensemble {a} x F sur 
F (c’est-à-dire la restriction à la partie {a} x F de la fonction pr,) est bijective. 

4. L'application 
(27) (2,9) (y, x) 
est une application bijective de E x F sur F x E, qu’on nomme application 


canonique. Dans le cas où E et F sont identiques, l’application (27) prend le nom 
de symétrie canonique; elle est alors involutive. Les éléments (x, y) de E x E invariants 
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par cette symétrie sont ceux qui possèdent la propriété x = y; l’ensemble A de ces 
éléments est appelée diagonale de E x E. L'application 


x (4,4) 
est une application bijective de E sur À dite application diagonale de E dans E x E. 


Si Z désigne une partie quelconque de E x F, on notera 7 limage de Z par 
l'application canonique de E x F sur F x E. Soient X une partie quelconque 
— 
de E, Y une partie quelconque de F; ona X x Y = Y x X. 
Si une relation R entre x et y, considérée comme propriété du couple (x, y), 
définit une partie A de E x F, la même relation, considérée comme propriété du 


-1 

couple (y, x), définit la partie A de F x E; R est équivalente à chacune des 
-1 

relations (x,y) € À, (y, x) € A. Si E et F sont identiques, la relation R, et la 


-1 
partie A correspondante, sont dites symétriques lorsque A = A. La diagonale A 
(définie par la relation d’egalite) est symétrique; si Z est une partie quelconque 


-1 -1 
de E x E, Z U Z et Z A Z sont symétriques. 

5. Soient A une partie d’un ensemble E, et f une application de A dans un 
ensemble F; la relation entre un élément x de E et un élément y de F, qui s’énonce 


«weA et y= flx)» 


définit une partie de E x F, qu’on appelle graphe de la fonction f. Si B est une 
partie de E contenant A, et g un prolongement (§ 2, n° 13) de fà B, le graphe de f 
est contenu dans le graphe de g. 

Réciproquement, soit C une partie de E x F telle que, pour tout x € E, il 
existe au plus uny € F tel que (x, y) € C; la relation (x, y) e G entre un élément x de 
l’ensemble pr,(C) et un élément y de F, est une relation fonctionnelle en y, qui 
détermine une application de pr,(C) dans F, dont le graphe est C. 

L'ensemble des parties C de E x F ayant la propriété « quel que soit x € E, il 
existe au plus un ye F tel que (x, y) eC» (ensemble qui est une partie de 
P(E x F\), peut donc être mis en correspondance biunivoque avec l’ensemble des 
applications d’une partie quelconque de E dans F. 

Soient f une application injective de E dans F, g application réciproque de 
J, considérée comme bijection de E sur f(E); si C est le graphe de f, le graphe de g 


est C. 

6. Lorsque fest une application de E dans F, et C son graphe dans E x F, la 
relation «y = f(x) » est équivalente à « (x, y) eG»; la relation «y e f(X) » est 
équivalente à «il existe x tel que xe X et (x,y) e C». 

Soient maintenant K une partie quelconque de E x F, et X une partie quel- 
conque de E. Désignons par K(X) la partie de F formée des éléments y qui 
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satisfont à la relation «il existe x tel que xe X et (x, y) eK »; cette relation est 
donc équivalente à 


«y € K(X) ». 


On dit que l'application X -> K(X) de (E) dans P(F) est définie par la partie K 
de Ex F. On remarquera que K(X) n’est autre que la seconde projection de 
l’ensemble K A (X x F). Lorsque K est le graphe d’une application fde E dans 
F, Papplication X > K(X) est identique à l'extension de f aux ensembles de 
parties. 

7. SK c E x F, x> K({x}) est une application de E dans (F), dont la 
valeur K ({x}) (qu’on note aussi K(x) par abus de langage) est appelée coupe de K 
suivant x. La relation (x, y) € K est équivalente à y € K(x). 

Réciproquement, toute application x: D(x) de E dans (F) peut s’obtenir de 
cette manière; car la relation y € ®(x) définit une partie K de E x F, et dx) 
n’est autre que la coupe de K suivant x. L'ensemble R(E x F) et l’ensemble des 
applications de E dans ‘B{F) sont ainsi mis en correspondance biunivoque. 

8. Toute application X -> K(X) définie par une partie K de E x F possède 
les propriétés suivantes, qui généralisent celles de l'extension d’une application de 
E dans F (§ 2, n% 4 et 5): 

a) K(SG) = Ø; 

b) «X € Y» entraîne « K(X) = K(Y) ». 

c) Quels que soient X, Y, 


(28) K(X UY) = K(X) U K(Y), 
(29) K(X ^Y) c K(X) n K(Y). 


Si K et K’ sont deux parties de E x F telles que K € K’, on a K(X) € K'(X) 
pour tout X < E; en particulier K(x) < K’(x) quel que soit x e E. Réciproque- 
ment, si K(x) < K’(x) quel que soit xe E, ona K € K’. 

9. Une relation entre un élément de E et un élément de F définit une partie K 


ST 
de E x F et une partie K de F x E, et par suite une application X > K(X) de 


=. 
P(E) dans P(F) et une application Y +> K(Y) de (F) dans P(E). 
Lorsque K est le graphe d’une application f de E dans F, application 


-1 
Y > K(Y) west autre que l’extension réciproque de f. 


Il faut remarquer que les relations (18) et (19) ne se généralisent pas aux applica- 


-1 
tions X > K(X) et Y -> K(Y) lorsque K est une partie quelconque de E x F. 


10. Soient E, F, G, trois ensembles distincts ou non, À une partie de E x F, 
B une partie de F x G. Les éléments (x, z) de E x G qui possèdent la propriété 


«il existe y € F tel que (x, y) € A et (y, z) EB» 


forment une partie de E x G, qu’on appelle l’ensemble composé de B et A, et qu’on 
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note Bo A, ou simplement BA quand aucune confusion n’est à craindre. Ici 
encore, l’ordre dans lequel on compose deux ensembles est essentiel. 

L'application X > BA(X) de P(E) dans Y(G) est composée de Y +>B(Y) et 
de X > A(X); autrement dit, quel que soit X € E, on a 


(30) BA(X) = B(A(X)). 


Soient H un ensemble distinct ou non de E, F, G, et C une partie de G x H. 
On a Co (BoA) = (CcB)ceA; cet ensemble se note aussi CoBo A (ou 
simplement CBA) et s’appelle le composé de C, B, A pris dans cet ordre. 

Soient f une application de E dans F, g une application de F dans G; si A et 
B sont respectivement les graphes de fet g, le composé BA est le graphe de l’appli- 
cation composée g o f. 

ll. Ona 


er el Sel 
(31) (Bo A) = AoB, 
Soient A, A’ deux parties de ÈE x F, B, B’ deux parties de F x G; la relation 
«A € A'etB € B'» entraîne «Bo A c B'o A». 
Soient À une partie de E x F, A la diagonale de E x E, A’ celle de F x F; on 
a 
(32) AocA=AcA=A. 


12. Soient maintenant E, F, G trois ensembles distincts ou non; leur ensemble 
produit E x F x G est l’ensemble des triplets (x,y,2), où xeE,yeF, zeG; la 
relation (x,y,z) = (x’,y’,z") est équivalente à «x = x’ et y = y’et z = z». Les 
trois applications 


(x, 4,2) => x, (x, y,2) > Y, (x, 4,2) EEZ 
de E x F x G dans E, F, G respectivement, sont appelées première, seconde 


et troisième coordonnée (ou projection); on appelle de même par exemple projection 
d'indices (1, 2), et on note pr:,2, l'application 


(x,y,z) = (x, y) 
de E x F x G dans E x F. 
Les définitions et propositions des n° 2, 3, 4 se généralisent aisément au 
produit de trois ensembles. 
En outre, on peut substituer à la considération du produit E x F x G de 
trois ensembles, celle du produit (E x F) x G, obtenu par double application de 
Popération « produit de deux ensembles ». En effet, 


(% 9,2) > ((x, 4),2) 


est une application bijective de Ex F x G sur (E x F) x G, qu’on nomme 
encore application canonique; on définit de même des applications bijectives (dites 
aussi canoniques) de E x F x G sur l’ensemble E x (F x G), et tous les ensembles 
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qu’on déduit de E x F x G, (Ex F) x G,E x (F x G) par permutation des 
trois lettres E, F, G. 

On a des définitions et propriétés analogues pour le produit de plus de trois 
ensembles. 

13. Lorsqu'une fonction f, prenant ses valeurs dans un ensemble quelconque 
E’, est définie dans un produit de trois ensembles E, F, G, on dit aussi que c’est 
une fonction de trois arguments, dont chacun parcourt l’un des ensembles E, F, G; 
la valeur de f pour lPélément (x, y,z) de E x F x G se note f(x, y,z). 

Soit a un élément quelconque de E; (y,z) > f(a, y,z) est une application de 
F x G dans E’; on dit que c’est une application (ou fonction) partielle engendrée par 
J, et correspondant à la valeur a de x; c’est aussi l’application composée de fet de 
Papplication (y,z) ++ (a,y,z) de F x G dans E x F x G. On la note f(a, ., .). 

De même, si 5 est un élément de F, 


z> f(a, b,z) 
est une application de G dans E’, qui prend encore le nom d’application partielle 


engendrée par f, et correspondant aux valeurs a, b de x, y; on la note f(a, b, .). 
Inversement, soit g une application de E dans E’; alors 


(% 4,2) > g(x) 

est une application h de E x F x G dans E’, telle que toute application par- 
tielle de E dans E’, engendrée par h pour des valeurs quelconques de y et z, 
soit identique à g; on exprime souvent ce fait en disant qu’on peut toujours 
envisager une fonction d’un argument x comme fonction de tous les arguments 
qu’on a besoin de considérer à un moment donné, et parmi lesquels figure 
naturellement x. 

14. Soient f, g, h trois applications, respectivement de E dans E’, de F dans 
F’, de G dans G’; application 


(9,2) > (F(x), 8(y), hlz)) 
de E x F x G dans E’ x F’ x G’ se note (f, g, h) ou fx g x h et s'appelle 
extension de f, g, h aux ensembles produits. Si f, g, h, sont toutes trois injectives, (resp. 
surjectives, bijectives), f x g x A est injective (resp. surjective, bijective). 
On n’a envisagé, dans ce numéro et le précédent, que le cas de trois ensembles, 
uniquement pour fixer les idées; des considérations analogues valent pour 


plusieurs ensembles en nombre fini quelconque. 


$4. RÉUNION, INTERSECTION, 
PRODUIT D'UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 


1. Dans ce paragraphe, nous considérons une famille (X,), e1 de parties d’un 
ensemble E, où l’ensemble d'indices I est quelconque; on désignera par % 
l’ensemble des parties de E appartenant à la famille (partie de B(E)). 
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Lorsque I est fini, la considération de la famille (X,) revient à celle de plu- 
sieurs parties de E, distinctes ou non, en nombre égal à celui des éléments de I; 
par exemple, trois parties quelconques X,, X;, X; de E forment une famille de 
parties de E, l’ensemble I étant ici formé des nombres 1, 2, 3. 

2. Soit J une partie quelconque de I, et considérons l’ensemble des éléments x 
ayant la propriété: 

«il existe : € J tel que x € X, ». 
Cet ensemble s'appelle réunion de la famille d'ensembles (X,), c3, et se note U) X.. 
teJ 


On peut encore formuler cette définition de la manière suivante: à l’applica- 
tion : > X, de I dans (E) correspond une partie C bien déterminée de I x E 
telle que X, = Cl) (§ 3, n° 7); on a U X, = C(J). 

En particulier teg 


(33) U X, = CØ) = ø. 


tE Ø 
Lorsque J = I, on écrit souvent U X, ou simplement |} X, au lieu de 


UX. 


tel 

La réunion (J X, ne dépend que de l’ensemble X; autrement dit, elle est la même 

t 

pour deux familles correspondant à la même partie % de P(E); en particulier, 
elle est égale à la réunion de la famille définie par l'application canonique de % 
dans ®(E), et on peut donc l'écrire |) X; on dit aussi que c’est la réunion des 
ensembles appartenant à %. + 

Lorsque I est un ensemble dont les éléments sont explicitement désignés, par 
exemple les nombres 1, 2, 3, on a UX, = X; U X, U X,, ce qui justifie le 

t 


nom de réunion, donné en général à l’ensemble U) X,. 

3. Quel que soit J c I, on a U X, € 2] X. En particulier, quel que soit 
Kel,X, € U X,; inversement, si Ye une partie de E telle que X, < Y quel que 
soit | € I, on a U X, € Y. Plus généralement, si (Y,) est une seconde famille de 

í 


parties de E correspondant au même ensemble d’indices I, et si X, < Y, quel que 


soit, on a | X, AE 


Soit F un second ‘ensemble, et X > K(X) l'application de (E) dans Y(F) 
définie par une partie K de E x F; ona 
(34) K(U X) = U K(X). 

Soit maintenant L un autre ensemble d’indices, et (J,),<1, une famille de 
parties de I; on a 
(35) U X. = U (U X). 


LE U h. kelL teda 
AEL 
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C’est la formule générale dite d’associativité de la réunion; quand I et L sont des 
ensembles à éléments explicitement désignés, on retrouve des relations connues 
(voir $ 1, n° 14); si L seul est dans ce cas, et est formé, par exemple, des nombres 1 
et 2, 


(36) U X.=(U X)u(U X). 


LEditido teJı LE Jo 


Soient (X,), e1 et (Yk)kex deux familles quelconques de parties de E; on a 


(37) (UKR)N(UY) = U (X. AY., 

LEEI KEK (wJeIxK 
formule dite de distributivite; elle comprend la seconde formule (10) comme cas 
particulier. 


Si (X,)ıeı est une famille de parties de E, (Y,)«ex une famille de parties de 
F,ona 


(38) (UX) x (U Y) = U Rx Yo. 
teI KEK GKEIXK 
4. Une famille (X,) ex de parties de E constitue un recouvrement d'une partie 
A de E, si A € (J X,; en particulier si (X,) est un recouvrement de E, on a 
U X, en E. wel 


weI 

On appelle partition de E un recouvrement (X,) de E tel que X, OX, = Ø 
pour tout couple d’indices différents (1, x) de I (on exprime encore cette dernière 
condition en disant que les X, sont mutuellement disjoints, où deux à deux sans élément 
commun). 

Si de plus X, # ø pour tout: € I, alors ı > X, est une application bijective de I 
sur l’ensemble § des parties de la partition. La donnée de § determine dans ce cas 
la famille, à une correspondance biunivoque près des ensembles d’indices; en 
particulier, on peut parler indifféremment d’une partition en ensembles non vides 
comme d’un ensemble ou comme d’une famille de parties. 

5. Soit (X,),er une famille quelconque de parties d’un ensemble E; dans 
le produit I x E, considérons, pour chaque ı El, la partie X; = {1} x X; 
Pensemble S = U X; est appelé la somme de la familly (X,), er I est clair que la 

LE 


famille (X/),.ı est une partition de S et que, pour tout te I, l'application 
x, > (1, %,) est une bijection de X, sur X;. Par abus de langage, on appelera souvent 
somme de la famille (X,),.r un ensemble en correspondance biunivoque avec 
S, et on identifiera les X, aux parties de cet ensemble qui leur correspondent. 

On dit souvent que l’ensemble somme de deux ensembles E et F est obtenu 
par adjonction à E de l’ensemble F. 

6. Avec les notations du n° 2, l’ensemble des éléments x de E ayant la pro- 
priété 


«quel que soitıe], xe X,» 
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s'appelle lintersection de la famille d'ensembles (X),e,, et se note N X,; lorsque 


J = I, on écrit souvent ( | X,, ou simplement f | X,, au lieu de f | X. 
LA LE 
On a 


(39) Ku X) = A (EX.). 
En particulier, si J = Ø, 
(40) NX. =E. 


L’intersection () X, ne dépend que de l’ensemble X, et peut s’écrire al X; 
lorsque I est, par exemple, formé des nombres 1,2,3,on a N X, = X OX, NA X, 

7. La formule (39) permet de généraliser la règle de dualité: si une partie A de 
E se déduit d’autres parties X, Y, Z, et de familles (X,), (Yx), (Z,) de parties de 
E, par application, dans n’importe quel ordre, des seules opérations b, U, N, U, 
N, on obtiendra le complémentaire CA en remplaçant les parties X, Y, Z, X, 
Ÿ,, Z, par leurs complémentaires, et les opérations U, N, U, A par ^, U, MN, U 
respectivement, l’ordre des opérations étant respecté; bien entendu, on ne modi- 
fiera rien aux opérations d’intersection et de réunion appliquées à des parties des 
ensembles d'indices, qui peuvent se trouver souscrites aux signes U et M. 

On définit comme au $ 1, n° 15, la duale d’une relation À = Bou A € B, A et 
B étant des parties de E de la forme précédente. 

8. Quel que soit J = I, on a (el X, c n X,. En particulier, quel que soit 


KELMX,< X,,; inversement, si Y € X, quel que soit 1, Y c N X.. 
t t 


Plus généralement, si (Y,) est une seconde famille de parties de E correspon- 
dant au même ensemble d’indices I, et si X, € Y, quel que soit t, on a 


NX, QY. 


La réunion des ensembles X, est l'intersection des ensembles Y tels que X, € Y 
quel que soit ı; et l'intersection des X, est la réunion des Z tels que X, > Z quel que 
soit ı. 

Les formules suivantes sont duales de (35) et (37) respectivement: 


(41) Q x = Q(N X.) (associativité). 
te U Ja AeL ed, 
(42) (N X,)U( [ane = | a (X, UY,) (distributivité). 
Si (X,).er est une famille de parties de E, (Y,)«ex une famille de parties de 
F, 
(43) (NX) X (AY) = eur A x Ye 
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De plus, si (X,) et (Y,) sont respectivement une famille de parties de E et une 
famille de parties de F correspondant au même ensemble d’indices I, 


(44) (OX) x (NY) = NR x N. 


wel 
La formule (34) n’a pas de duale; on a seulement en general 


(45) K(f) xie [al K(X,). 


L'égalité n’a lieu pour toute famille (X,) que lorsque X > K(X) est l'extension 
réciproque d’une application d’une partie de F dans E; par suite, si f est une 
application de F dans E, on a 

-1 
(46) KA 
formule qui généralise (14). 

9. Soient E un ensemble quelconque, I un ensemble d’indices quelconque; 
l’ensemble des familles (x,),eı d’elements de E, qui ont pour ensemble d’indices I, 
se note EL, et opération qui fait passer de E a ET s'appelle exponentiation; El est 
donc en correspondance biunivoque avec l’ensemble des applications de I dans 
E (qu’on note souvent, pour cette raison, E!, par un abus de langage), et aussi, en 
considérant les graphes de ces applications, avec une partie de (I x E). Les 
ensembles E7 correspondant aux parties J de l’ensemble I peuvent donc être con- 
sidérés comme des parties d’un même ensemble, en correspondance biunivoque 
avec une partie de (I x E). 

Soit maintenant (X,), ex une famille de parties de E, correspondant au même 
ensemble d’indices I, et soit J une partie quelconque de I; la propriété 


QX) = NF), 


Led 


«quel que soit € J, ve X, » 
de la famille (x,), cs, définit une partie de E”, qu’on appelle produit de la famille 
d’ensembles (X), cz, et qu’on note II X, (ou simplement IT X, lorsque J = F). 
tE [A 


Les ensembles X, sont dits ensembles facteurs. On notera que Il X, est un ensemble 
LES 


à un seul élément (correspondant à la partie vide de I x E). Si X, = E quel que 
soit ve], Il X, = E, 
Lorsque I est, par exemple, formé des trois nombres 1, 2, 3, Il X, est en 
. . LE 
correspondance biunivoque avec l’ensemble X, x X, x Xg. 


10. Rix,y$ étant une relation entre un élément x d’un ensemble E et un 
élément y d’un ensemble F, il y a équivalence entre les propositions suivantes: 


« quel que soit x, il existe y tel que Rix, y$ » 
et 


«il existe une application f de E dans F telle que, pour tout x, on ait Rix, f(x)}». 
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L’affirmation de cette équivalence est désignée sous le nom d’axiome de choix 
(ou axiome de Zermelo). Nous signalerons parfois que la démonstration de tel 
théorème en dépend ou non. 

L’axiome de choix est une proposition équivalente a la proposition suivante: 


«Si, pour tout ıel, X, # Ø, on a [I X, £ ø». 


11. Dans ce numéro et le suivant, on considère un ensemble produit non vide 
II A, (A,) étant une famille quelconque de parties (non vides) de E. 

Soit J une partie de I; l'application 

(sert (Mes 

de II A, sur II A, s'appelle projection de [I A, sur ki A,, et se note prz; en 
particulier, on note pr, et on appelle aussi coordonnée d'indice K l'application 
(Kerr X. de Il A, sur Åp 

Si z est un élément de TI A, on a donc z = (pr(z)}.er 

Soient Ji, J deux ensembles formant une partition de I; 

2+> (Pra, (2), pras(2)) 

est une application bijective de II A, sur H A, x LE A, 

Plus généralement, si (J,),<1 est une partition quelconque de l’ensemble I, 
l'application z > (prs,(z)),e1, est une application bijective (dite canonique) de 
IT A, sur le produit IT QT A); on exprime encore ce fait en disant que le 


produit d’une famille d’ensembles est associatif. 
12. Les propositions suivantes généralisent celles du $3, n°3; (X), (Y,) 
désignent des familles de parties de E telles que X, < A, et Y, € A, quel que soit 


wel; Z désigne une partie quelconque de H A, 


a) Si Il X, # Ø, la relation « IT X, = El Y,» est équivalente à « quel que 
soit tel, X, € Y,». 


-1 
b) On a pr, (X,) = I | Y, où Y, = X, et Y, = A, pour: # K. D'où 
—1 
47) LIX, = Qpr. (X). 
c) Si LI X, # Ø, 


(48) pre TIX) = Xe 


E.R.22 THEORIE DES ENSEMBLES 84.13 


d) Quel que soit Z, on a 
(49) ze [Tpr{(2) 


e) Soient (Jı, J2) une partition de I en deux ensembles, (a,),.,, une famille 
d'éléments de E, (X,), es, une famille de parties de E, telles que a, € A, quel que 


soit 1e J}, X, © A, quel que soit ı € Ja; le produit [I Y,,où Y, = fa} siveJ, et 


Y, = X, si t€ Jọ, peut être mis en anne biunivoque « avec IT X, par 
projection sur ce dernier ensemble. 
13. Soit (A,),., une famille de parties d’un ensemble F, et soit f une applica- 


tion d’un ensemble E dans le produit Il A, Sion pose f(x) = pr,(f(x)), J. est une 


application de E dans A, et f n’est are que l’application x i-> (/,(x)). Inverse- 
ment, si, pour chaque indice ı, f, est une application de E dans E x (f(x) ) est 
une application de E dans JI A,, quon note (f) (par un abus de notation, 
puisque ce symbole désigne aussi la famille des applications f). On définit 
ainsi une application bijective (dite canonique) de l’ensemble (I A)" sur l’en- 
semble Il (AP). 
LE 

14. Soient E, F, G trois ensembles. Pour toute application fde F x G dans E, 
et pour tout y € G, y => f(.,y) est une application de G dans EF. Inversement, 
pour toute application g de G dans EF, il existe une application fde F x G dans 
E et une seule telle que f(., y) = g(y) pour tout y € G. On définit ainsi une appli- 
cation bijective (dite canonique) de l’ensemble EF*S sur l’ensemble (EF)®. 

15. Soit (A,),er une famille de parties d’un ensemble E. Pour tout 
r € I, soit f, une application de A, dans un ensemble F, telle que, pour tout couple 
d’indices (1, K), f, et f, coincident dans A, N Ap. Dans ces conditions, si A = 


U A, il existe une application et une seule f de A dans F telle que la restriction de 
wel 


f à chacun des A, soit égale à f. En particulier, si A, N A, = Ø pour tout couple 


d'indices distincts, on voit que les ensembles FA et FI Fê: sont ainsi mis en 
. . . ve 
correspondance biunivoque (dite canonique). 


$5. RELATIONS D’EQUIVALENCE; ENSEMBLE QUOTIENT 


l. Soit (A,),eı une partition d’un ensemble E; la relation Rix, y} entre deux 
éléments x, y de E 


«il existe 1e Í tel que x € A, ety E A, » 
satisfait aux conditions suivantes: 
a) Rix, x} est une identité (réflexivité de la relation R). 
b) Rix,y! et Riy, x} sont équivalentes (symétrie de la relation R). 
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c) La relation « Rix, y et Riy, z{ » entraîne Rix, z$ (transitivité de la relation R). 
Si C désigne la partie de E x E définie par la relation R, les conditions a), b), 
c) sont respectivement équivalentes aux conditions suivantes: a’) A € G; b’) 


bey SED Dead else, 

2. Reciproquement, soient Rix, yi une relation réflexive, symétrique et transitive, 
et C son graphe dans E x E. L’image % de E par l’application x > C(x) de E 
dans P(E), est une partition de E, et la relation «il existe une partie X e 5 telle 
que xe X ety e X » est équivalente à Rix, y$. 

Toute relation R satisfaisant aux conditions a), b), c) est dite relation d’équiva- 
lence dans E; la partition % qu’elle définit, considérée comme sous-ensemble de 
P(E), est appelée ensemble quotient de E par la relation R, et se note E/R ; ses éléments 
sont appelés classes d'équivalence suivant R. L'application x +> C(x) de E sur E/R 
qui, à tout élément x de E, fait correspondre la classe d’équivalence à laquelle 
appartient x, est dite application canonique de E sur E/R. 

La relation d'égalité x = y est une relation d’equivalence; lapplication 
canonique de E sur l’ensemble quotient correspondant n’est autre que x i> {x}; 
elle est bijective. 

Lorsque R est une relation d’équivalence, la notation 


«x = y(mod. R) » 


est parfois employée comme synonyme de Rix, yi. Elle se lit «x équivalent à y 
modulo R (ou suivant R) ». 

3. Dans un ensemble produit E x F, la relation «pr,({z) = pr,(z’) » est une 
relation d’équivalence R, et l’ensemble quotient (E x F)/R peut être mis en 
correspondance biunivoque avec E (ce qui est à l’origine de la dénomination 
d'ensemble quotient). 

Plus généralement, soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble 
F; la relation « f(x) = f(y)» est une relation d’équivalence dans E; si on la 


désigne par R, P’application z > f (2) (où f (z) est considéré comme un élément 
de E/R), est une application bijective de f(E) sur E/R. 

On en déduit que f peut être considérée comme composée des trois applica- 
tions suivantes, la composition ayant lieu dans l’ordre indiqué: 

1° l'injection canonique dans F de la partie f(E) de cet ensemble; 

2° l'application byective de E/R sur f(E), dont l’application réciproque est 
définie ci-dessus; 

3° la surjection canonique de E sur E/R. 

Cette décomposition d’une application est dite décomposition canonique ou 
Jfactorisation canonique. 

4. Toute relation d’équivalence R dans un ensemble E peut être définie à 
l’aide d’une application comme au n° précédent: car, si C est le graphe de R, la 
relation « C(x) = C(y) » est équivalente à Rx, y$. 
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5. Soient R une relation d’équivalence dans un ensemble E, et A une partie 
de E; la relation Rx, y entre deux éléments x, y de A, est une relation d’équiva- 
lence dans A; on dit qu’elle est induite par R dans A, et on la note R,. Soient f 
l'application canonique de E sur E/R, g celle de A sur A/R,. En faisant corres- 
pondre l’un à l’autre un élément de E/R et un élément de A/R, s’ils sont images, 
par fet g respectivement, d’un même élément de E, on définit une correspondance 
biunivoque entre l’image f(A) de A par fet le quotient A/R}. En désignant par 4 
l'application canonique de A dans E, cette correspondance est réalisée par 
Vapplication 3 

z> f(p(g(2))) 
et son application réciproque, dites, elles aussi, canoniques. 

6. On dit qu’une partie A de E est saturée pour la relation d’équivalence R, si 
pour tout x € À, la classe d'équivalence de x suivant R est contenue dans A; 
autrement dit, les ensembles saturés pour R sont les réunions de classes d’équivalence 
suivant R. Si f est l'application canonique de E sur E/R, on peut encore dire qu’un 


ensemble est saturé s’il est de la forme ix), où X est une partie de E/R. 

Soit A une partie de E; l’intersection des ensembles saturés contenant A est 
l’ensemble fl J{(A)), qu'on peut aussi définir comme la réunion des classes 
d'équivalence des éléments de A et qu’on appelle le saturé de A (pour R). 

7. Soit Pix, y,z! une relation où intervient un élément x de E. On dit que P 
est compatible (en x) avec la relation d'équivalence R, si la relation 


«Pix, y,ziet x = x’ (mod. R) » 
entraine Pix’, y, z$. Soit f l'application canonique de E sur E/R et £ un élément de 
= 
E/R; la relation «il existe xe f(t) tel que Pix,y,zi» est alors équivalente à 


« quel que soit x e f(t), Pix, y,2{»; c’est une relation entre t, y,z qu’on dit déduite 
de P par passage au quotient (pour x); en la désignant par P'#,y,zf, Pix, y,z} est 
équivalente à P“ f(x), y,z$. 

Définitions analogues pour une relation où interviennent des arguments en 
nombre quelconque, et pour le cas où cette relation est compatible avec R pour 
plusieurs de ses arguments. Par exemple, A étant une partie de E, dire que «x € A » 
est compatible (en x) avec R, équivaut à dire que A est saturé pour R; + étant 
une application de E dans un ensemble F, dire que la relation fonctionnelle 
«y = ọ(x) » est compatible (en x) avec R, c’est dire que la fonction ọ reste con- 
stante sur chaque classe d'équivalence suivant R; par passage au quotient, on en 
déduit alors une relation entre y et un élément t de E/R, relation qui est fonction- 
nelle en y et détermine donc une application +’ de E/R dans F, satisfaisant à 


l'identité 
px) = g (f(x). 
8. Soient R une relation d’équivalence dans un ensemble E, S une relation 


$ 6.1 ENSEMBLES ORDONNÉS E.R.25 


d'équivalence dans un ensemble F, et f une application de E dans F. On dit 
que f est compatible avec R et S, si la relation x = x (mod. R) entraîne 
Fi) = f(x’) (mod. S); si g est l’application canonique de F sur F/S, la fonction 
composée go fa la même valeur pour tous les éléments d’une classe d’equivalence z 
suivant R; si on désigne cette valeur par h(z), h est une application de E/R dans 
F/S; on dit qu’elle est déduite de f par passage aux quotients. 

9. Soient R une relation d’équivalence dans E, S une relation d'équivalence 
dans E/R: si fest l'application canonique de E sur E/R, « f(x) = f(y) (mod. S) » 
est une relation d’équivalence T dans E; une classe d'équivalence suivant T est 
donc la réunion, dans E, des classes d'équivalence suivant R, équivalentes entre 
elles suivant S; et «x = y (mod. R) » entraîne «x = y (mod. T) ». Si g et o sont les 
applications canonique de E/R sur (E/R)/S et de E sur E/T, respectivement, on 
obtient une correspondance biunivoque (dite canonique) entre (E/R)/S et E/T, en 
faisant correspondre l’un à l’autre un élément de (E/R)/S et un élément de E/T 
s’ils sont images, par g > f et par respectivement, d’un même élément de E. 

Réciproquement, soient R et T deux relations d'équivalence dans E, telles que 
«x = y (mod. À) » entraîne «x = y (mod. T) ». Alors T est compatible (au sens 
du n°7) avec R, à la fois en x et en y; et, par passage au quotient E/R {pour x et y), 
on déduit de T une relation d’équivalence S dans E/R. Si f désigne encore 
l'application canonique de E sur E/R, la relation « f(x) = f(y) (mod. S) » est 
équivalente à «x = y (mod. T) ». On dit que S est la relation quotient de T par R, 
et on la note T/R. D’après ce qui précède, il existe une correspondance biunivo- 
que (la correspondance canonique) entre (E/R)/(T/R) et E/T. 

10. Soient maintenant E, F deux ensembles quelconques (distincts ou non), 
Rix, yi une relation d’équivalence dans E, Siz, tý une relation d'équivalence dans 
F. La relation « Rix, yf et Siz, t$» entre les éléments (x, z) et (y, £) de ensemble 
produit E x F, est une relation d’équivalence dans E x F, qu’on appelle produit 
de R par S et qu’on désigne par la notation R x S; toute classe d’équivalence 
suivant R x S est le produit d’une classe d'équivalence suivant R par une classe 
d'équivalence suivant S. Si u désigne un élément de E/R, et v un élément 
de F/S, 


(u, v) >u x v 


est une application bijective (dite canonique) de (E/R) x (F/S) sur (E x F\/(R x S). 


$6. ENSEMBLES ORDONNÉS 


1. On dit qu’une relation wfx, y$ entre deux éléments d’un ensemble E est une 
relation d’ordre entre x et y dans E, si elle satisfait aux deux conditions suivantes: 

a) La relation « wx, y$ et «iy,zi » entraîne w}x,z} (transitivité). 

b) La relation « wix, y$ et wfy,xf » est équivalente à «x = y». 
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La condition b) entraîne la réflexivité de la relation o. 
Soit C la partie de E x E définie par la relation ojx, 4$, en tant que propriété 
du couple (x, y); les conditions a) et b) sont respectivement équivalentes aux 


suivantes: a) Co CE O; b’) CA C= A. Ces propriétés entraînent d’ailleurs 
CoC=C. 

Lorsqu’on considère une relation d’ordre particulière dans un ensemble E, 
on dit que E est ordonné par cette relation, et que cette relation définit sur E une 
structure d’ensemble ordonné (cf. $ 8) ou structure d'ordre (ou simplement un ordre). 

Si ox, y} est une relation d'ordre entre x et y dans E, il en est de même de 
&iy, x}; ces deux relations d’ordre sont dites opposées, ainsi que les structures d’ordre 
qu’elles définissent. 

Soit wix, y{ une relation d’ordre dans E, et A une partie quelconque de E; la 
relation «fx, yf, entre deux éléments x, y de A, est une relation d’ordre dans A; 
l'ordre qu’elle définit sur A est dit induit par l’ordre défini par «fx, y} sur E. On 
dit que l’ordre considéré sur E est un prolongement de l’ordre qu’il induit sur A. 

On dit qu’une relation réflexive et transitive «fx, y entre deux éléments de E est 
une relation de préordre dans E et on dit que E est préordonné par cette relation; la 
relation « wix, y$ et oly, x} » est une relation d'équivalence R dans E, et ofx, y} est 
compatible, en x et en y, avec cette relation; par passage au quotient (pour x et y), 
ojx, yi donne, dans l’ensemble E/R, une relation d'ordre qui est dite associée à x, y$. 

2. La relation d’inclusion « Y < X » est une relation d’ordre dans l’ensemble 
des parties P(E) d’un ensemble quelconque. 

Si E et F sont deux ensembles, distincts ou non, la relation « g est un prolonge- 
ment de f» est une relation d’ordre dans l’ensemble des applications d’une 
partie quelconque de E dans F. 

L'ensemble N des entiers positifs! est ordonné par la relation «x < y». 

3. Par analogie avec ce dernier exemple, on convient souvent, lorsqu'un 
ensemble E est ordonné par une relation wix, y}, de noter x < y, ou y > x, la 
relation ox, y$; ces relations se lisent respectivement «x est inférieur à y» et 
«y est supérieur à x». Dans ce cas, les relations «x < y» et «y > x» (qui se lisent 
« x est strictement inférieur à y » où «y est strictement supérieur à x ») sont par définition 
équivalentes à «x < y etx # y». 

La relation «x <y» est équivalente à «x <y ou x = y». La relation 
«x <yety< zventraîne« x < z»; de même, «x < yety < zventrame«x < Zn. 

4. Une partie X d’un ensemble E, ordonné par une relation «x < y», est 
dite totalement ordonné par cette relation si, quels que soient xe X et y € X, on a 


t Conformément à l'esprit de ce fascicule, nous y supposons connue la théorie des entiers. Mais il 
ne faudrait pas croire que cette théorie soit nécessaire à l’édification de la théorie des ensembles; en 
se reportant au Livre de Théorie des ensembles, le lecteur verra au contraire qu’on peut, à partir des 
résultats de la théorie des ensembles, définir les entiers et en démontrer toutes les propriétés connues. 

Dans notre terminologie, 0 appartient à N, et est donc considéré comme positif; les entiers 
positifs et #0 sont dits strictement positifs. 
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x <youy< x (ou encore si on a, soit x < y, soit x = y, soit x > y, ces trois rela- 
tions s’excluant mutuellement). 

La partie vide d’un ensemble ordonné est toujours totalement ordonnée. 
L'ensemble E tout entier peut être lui-même totalement ordonné; c’est le cas de 
l'ensemble N pour la relation x < y. 

Toute partie d’un ensemble totalement ordonné est aussi totalement ordonnée 
par l’ordre induit. 

Dans un ensemble ordonné E, si a et b sont deux éléments tels que a < b, on 
appelle intervalle fermé d’origine a et d'extrémité b, et on note (a, b), la partie de E 
formée des éléments x tels que a < x < b; si a < b, on appelle intervalle semi- 
ouvert à droite (resp. à gauche) d’origine a et d'extrémité b, et on note (a, b{ (resp. 
Ja, b)), l'ensemble des éléments x tels que a < x < b (resp. a < x < b); enfin 
on appelle intervalle ouvert d’origine a et d’extrémité b, et on note Ja, b{, l’ensemble 
des x tels quea < x < b. 

L'ensemble des x tels que x < a (resp. x < a) s'appelle intervalle fermé 
(resp. ouvert) illimité à gauche et d’extrémité a, et se note J<, a) (resp. J<, af) ; de 
même, l’ensemble des x tels que x > a (resp. x > a) se nomme intervalle fermé 
(resp. ouvert) illimité à droite et d’origine a, et se note (a, —{ (resp. Ja, —(). Enfin, 
on considère E lui-même comme un intervalle ouvert illimité dans les deux sens, et on 
le note J<, —{. 

5. Si X est une partie d’un ensemble ordonné E, il existe au plus un élément a 
de X tel que pour tout x € X, on ait a < x; lorsqu'il existe un élément a ayant 
cette propriété, on dit que c’est le plus petit élément de X. De même, il existe au 
plus un élément ġe X tel que pour tout x € X on ait x < b; si un tel élément 
existe, on dit que c’est le plus grand élément de X. 

Dans un ensemble totalement ordonné E, tout ensemble fini non vide possède un 
plus grand et un plus petit élément. 

On dit qu’un ensemble ordonné dans lequel toute partie non vide admet un 
plus petit élément est bien ordonné. L'ensemble N des entiers positifs est bien 
ordonné; pour qu’une partie de N ait un plus grand élément, il faut et il suffit 
qu’elle soit finie et non vide. On démontre, en utilisant l’axiome de choix, que 
sur tout ensemble il existe une structure d’ensemble bien ordonné (théorème de 
Zermelo). 

Dans l’ensemble des parties P(E) d’un ensemble quelconque, ordonné par la 
relation d’inclusion, pour qu’une partie % (ensemble de parties de E) possède un 
plus petit élément, il faut et il suffit que l'intersection des ensembles de % appar- 
tienne à Ẹ, dont cette intersection est alors le plus petit élément; de même, pour 
que % ait un plus grand élément, il faut et il suffit que la réunion des ensembles de 
5 appartienne a %, dont cette réunion est alors le plus grand élément. 

On dit qu’une partie X d’un ensemble préordonné E est cofinale (resp. 
coinitiale) a E si, pour tout y € E, il existe xe X tel que y < x (resp. x < y). 
Dire qu’un ensemble ordonné E a un plus grand (resp. plus petit) élément 
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signifie qu’il existe une partie cofinale (resp. coïnitiale) de E réduite à un seul 
élément. 

6. Soit X une partie d’un ensemble préordonné E; tout élément x e X, pour 
lequel il n’existe aucun élément ze X tel que z < x, est appelé élément minimal 
de X; tout ye X pour lequel il n’existe aucun élément zeX tel que z > y 
est appelé élément maximal de X. L’ensemble des éléments maximaux (ou Pen- 
semble des éléments minimaux) peut être vide; il peut aussi être infini; si X est 
ordonné et a un plus petit élément a, c’est le seul élément minimal de X; de même 
si X est ordonné et a un plus grand élément b, c’est le seul élément maximal de X. 

7. Soit X une partie d’un ensemble préordonné E; si un élément x e E est tel 
que, pour tout ze X, on ait z < x, on dit que x majore X, ou que x est un majorant 
de X; si y € E est tel que, pour tout ze X, on ait z > y, on dit que y minore X, ou 
que y est un minorant de X. 

L’ensemble des majorants (ou l’ensemble des minorants) d’une partie X 
peut être vide. Une partie X dont l’ensemble des majorants (resp. minorants) 
n’est pas vide est dite majorée (resp. minorée). Un ensemble à la fois majoré et minore 
est dit borné. Tout élément supérieur à un majorant de X est encore un majorant 
de X; tout élément inférieur à un minorant de X est un minorant de X. 

Si X est ordonné et si l’ensemble des majorants d’une partie X a un plus petit 
element a, on dit que a est la borne supérieure de X; de même, si l’ensemble des 
minorants de X a un plus grand élément b, on l’appelle la borne inférieure de X; 
si ces bornes existent, elles sont uniques d’aprés leur définition; on les note 
supk X ou sup X (resp. inf, X ou inf X). Si X a un plus grand élément, c’est sa 
borne supérieure; s’il a un plus petit élément, c’est sa borne inférieure. Récipro- 
quement, si la borne supérieure (resp. inférieure) de X existe et appartient à X, 
c’est le plus grand (resp. le plus petit) élément de cet ensemble. 

Soit f une application d’un ensemble A dans E. On dit que f est majorée 
(resp. minorée, bornée) si f(A) est une partie majorée (resp. minorée, bornée) de E; 
si f(A) admet une borne supérieure (resp. inférieure) dans E, cette borne est 
appelée borne supérieure (resp. inférieure) de f et se note sup f(x) (resp. inf f(x)). 

xXEA XEA 


8. Un ensemble préordonné E tel que toute partie finie non vide de E soit 
majorée (resp. minorée) est appelé ensemble filtrant à droite (resp. filtrant à gauche). 

Un ensemble ordonné E tel que toute partie finie non vide de E possède une 
borne supérieure et une borne inférieure, est dit ensemble réticulé, ou réseau ordonné 
(ou lattıs). 

L’ensemble des parties d’un ensemble quelconque, ordonné par inclusion, est 
un réseau; tout ensemble totalement ordonné est un réseau. 

9. Un ensemble ordonné E est dit inductif s’il vérifie la condition suivante: 
toute partie totalement ordonnée de E possède un majorant. 

L'ensemble P(E), ordonné par inclusion, est un ensemble inductif; il en est de 
même de l’ensemble des applications d’une partie quelconque d’un ensemble E 
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dans un ensemble F, quand on l’ordonne par la relation « g est un prolongement 
de f». 

Une partie quelconque d’un ensemble inductif n’est pas en général un 
ensemble inductif; mais, si a est un élément quelconque d’un ensemble inductif E, 
la partie de E formée des éléments x tels que x > a est encore un ensemble 
inductif. 

10. On démontre à l’aide de l’axiome de choix, la proposition suivante, qui 
sera désignée sous le nom de théorème de Zorn: 

Tout ensemble ordonné inductif possède au moins un élément maximal. 

11. Dans l’ensemble des parties P(E) d’un ensemble quelconque E, ordonné 
par inclusion, la borne supérieure d’un ensemble % de parties de E est la réunion 
des ensembles de %. L'application du théorème de Zorn donne le résultat suivant: 

Si X est un ensemble de parties d’un ensemble E, tel que, pour tout sous-ensemble © de X, 
totalement ordonné par la relation d’inclusion, la réunion des ensembles de & appartienne à ©, 
alors % possède au moins un élément maximal (c’est-à-dire ici une partie de E apparte- 
nant à %, et qui n’est contenue dans aucune autre partie de E appartenant à %). 

On dit qu’un ensemble % de parties d’un ensemble E est de caractère fini si la 
propriété «X e % » est équivalente à la propriété « toute partie finie de X appartient 
à F». Cette définition permet d’énoncer le théorème suivant: 

Tout ensemble de parties de E de caractère fini possède au moins un élément maximal. 

12. Une application f d’une partie A d’un ensemble pré ordonné E, dans un 
ensemble préordonné F, est dite croissante (resp. décroissante) si la relation x < y entre 
éléments de A entraîne f(x) < f(y) (resp. f(x) > f(y)); toute fonction cons- 
tante dans A est donc à la fois croissante et décroissante; la réciproque est vraie si 
A est un ensemble filtrant (à droite ou à gauche). 

L'application f est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) si la 
relation x < y entraîne f(x) < f(y) (resp. f(x) > f(y)). 

Si E est totalement ordonné, toute application strictement croissante (ou strictement 
décroissante) d’un partie A de E dans un ensemble ordonné F, est injective. 

Si I est un ensemble d’indices ordonné, une famille (X,), er de parties d’un 
ensemble E est dite croissante (resp. décroissante) si > X, est une application 
croissante (resp. décroissante) de I dans $(E) ordonné par inclusion. 

13. Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (E,).., une famille 
d’ensembles ayant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple (x, ß) d’indices 
de I tels que « < ß, soit fga une application de E, dans Ep. On suppose que les 
relations x < B < y entraînent fu = fyg ° foa et que, pour tout «El, fx. soit 
application identique de E, 

Soit F l’ensemble somme de la famille d’ensembles (E,),er; par abus de 
langage, nous identifions les E, aux parties correspondantes de F. Étant donnés 
deux éléments x et y de F, soit Rix, y$ la relation suivante (où « et B désignent les 
éléments de I tels que x e E, etyeE;): 


il existe un y € I tel que y > a, y > p, et f(x) = Asly)- 
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Alors, R est une relation d’équivalence sur F. Soient E l’ensemble quotient 
F/R et f l'application canonique: F — F/R. On dit que E est la limite inductive de la 
Jamille (E,)ueı pour la famille d'applications (fs), et la restriction f, de f à E, 
s'appelle l'application canonique de E, dans E. Pour a < B,on a fo fu = fe On 
écrit E = Jim (Ex, aa), ou simplement E = lim E, si aucune confusion n’en 


résulte. Par abus de langage, on dira encore que le couple ((E,), (f)) est un 
système inductif d’ensembles relatif à 1. 

Si les fga sont injectives, les f, sont injectives. On identifie alors en général 
E, et fa(Ea), et on considère donc E comme la réunion des E,. Inversement, si un 
ensemble E’ est réunion d’une famille (E/)..ı de parties telles que la relation 
x < B entraine E, € E;, et si (pour x < ß) on désigne par 74 l'injection 
canonique de E dans E;, on peut identifier E’ à lim (Ei, Jsa) et les applications 
canoniques des E dans lim (Ei Jea) aux injections canoniques des E, dans E’. 


Plus généralement, soient (E,, fga) un système inductif d'ensembles relatif à 
I, et, pour tout « € I, soit g, une application de E, dans un ensemble E’, telle que 
la relation æ < ß entraîne gg ° fga = Za Alors, il existe une application g et une 
seule de E = lim E, dans E’ telle que g, = g > f, pour tout « e I. Pour que g soit 


surjective, il faut et il suffit que E’ soit réunion des g,(E,). Pour que g soit in- 
jective, il faut et il suffit que, pour tout «el, les relations xeE,, yeE,, 
8u(X) = gu(y) entraînent qu’il existe p > « pour lequel f,,(x) = fau(y). Lorsque 
g est bijective, on identifie parfois E’ et la limite inductive des E,. 

Soient (Ax, Pgx) Et (By, Pga) deux systèmes inductifs d’ensembles relatifs à un 
même ensemble d’indices I; soient A = lim (Ay Psa) B = lim (Ba YBa)» €t, 


pour tout « € I, soit 9, (resp. 4) application canonique de A, dans A (resp. de 
B, dans B). Pour tout « € I, soit u„ une application de A, dans B, telle que, pour 
x < B, on ait ug ° Ọga = Ypa ° Ug On dit que (uy) est un système inductif d’applica- 
tions de (Ay, Pau) dans (Ba, Vas). Dans ces conditions, il existe une application 
u: À — B est une seule telle que, pour tout « e I, on ait u o og, = Va ou, On dit 
que u est la limite inductive des u, et on écrit u = lim u, lorqu’aucune confusion 


n’est à craindre. Soient (Ce, Oba) un troisième système inductif d’ensembles relatif 
à I, (v,) un système inductif d’applications de (B,, ds) dans (Cu, Oba), et v= 
lim va Alors, on a lim (wow) = vou. 

— — 

Conservant les notations précédentes, soient D, = A, x Bu, et og, = 
Ppa X Ypo La famille (Du, ©ga) est alors un système inductif d’ensembles. Soient 
D= lim (Da @pa), @, P’application canonique de D, dans D, D’ = A x B, et 
O, = Qa X Po Il existe alors une bijection f: D — D’ et une seule (dite canonique) 
telle que fo a, = @, pour tout « e I. On identifie en général le produit D’ des 
limites inductives à la limite inductive D des produits D... 

Soit J une partie cofinale de I. Alors J est un ensemble filtrant à droite. Si 
((Ev)xen (Joulaerser) est un système inductif d’ensembles relatif à I, de limite 
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inductive E, ((E jouer (Spu)ues,ge,) est un système inductif d’ensembles relatif a 
J; soient E’ sa limite inductive, et fy l’application canonique de E, dans E’ pour 
a € J. Il existe une application g: E’ — E et une seule telle que g( fy (x)) = (x) 
pour « € J et x e E, (fa désignant l'application canonique de E, dans E). Cette 
application est une bijection par laquelle on identifie d'ordinaire E’ et E. 

14. Soient I un ensemble préordonné filtrant à droite, (E,)..ı une famille 
d’ensembles ayant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple (x, B) d’indices de 
I tels que « < B, soit f,, une application de E, dans E,. On suppose que les 
relations « < B < y entraînent fay = fag ° fn, et que pour tout «€ I, fyg soit 
Papplication identique de E,. 

Soit G l’ensemble produit de la famille d'ensembles (E,),.1 Soit E la partie 
de G formée des éléments x satisfaisant à chacune des relations pr, x = fog(Prs x) 
pour tout couple d’indices (x, ß) tels que æ < ß. On dit que E est la limite pro- 
Jective de la famille (E,)uer pour la famille d'applications f.5, et la restriction fọ de 
pr, à E s'appelle l’application canonique de E dans E,. Pour a < B, on a fa = fus ° fo 
On écrit E = Jim (Es Jap) ou simplement E = lim E, si aucune confusion n’est à 


craindre. Par abus de langage, on dira encore que le couple ((E,), (Jag)) est un 
système projechf d'ensembles relatif à 1. 


On notera que E peut être vide même si les E, sont non vides et si toutes les applica- 
tions fyg sont surjectives. 


Pour tout « € I, soit g, une application d’un ensemble E’ dans E,, telle que la 
relation « < ß entraine fag ° gẹ = gu. Alors, il existe une application g et une 
seule de E’ dans E telle que g, = fy ° g pour tout x € I. Pour que g soit injective, il 
faut et il suffit que, pour tout couple d’éléments distincts x’, y’ de E’, il existe 
x EI tel que g(x') # guy). 

Soient (A,, Pas) Et (Bas Yag) deux systèmes projectifs d’ensembles relatifs à un 
même ensemble d’indices I; soient A = lim (Au Pas)s B = lim (Be, Yas), €t, 


pour tout « € I, soit ọ, (resp. 4) Papplication canonique de A dans A, (resp. de 
B dans B,). Pour tout « € I, soit u, une application de A, dans B, telle que, pour 
a < B, on ait Pag ° Up = Ua? Gup- On dit que (uy) est un système projectif d’applications de 
(As Pag) dans (Bu, Vas). Dans ces conditions, il existe une application u: A — B et 
une seule telle que, pour tout « € I, on ait 4, ou = üy ° 9y. On dit que u est la 
limite projective des u, et on écrit u = lim u, lorsqu’aucune confusion n’est à 


craindre. Soient (Cu, 8,8) un troisième système projectif d'ensembles relatif à 
I, (va) un systeme projectif d’applications de (B,, Yag) dans (Cu, Bug), et v = 
lim v, Alors, on a lim (v,ow,) = vou. 
— | 

Soit J une partie cofinale de I. Si ((Eu)uer (Sap)ueı,ger) est un système 
projectif d’ensembles relatif à I, de limite projective E, ((Eu)uen (Japlaes, ges) Est 
un systeme projectif d’ensembles relatif a J; soit E’ sa limite projective. 


Pour xeE, soit g(x) = (fo(x))ues € E’ (fa désignant l’application canonique 
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de E dans E,). Alors, g est une bijection de E sur E’, par laquelle on identifie 
d'ordinaire E’ et E. 


$7. PUISSANCES. ENSEMBLES DENOMBRABLES 


l. Deux ensembles E, F sont dits équipotents s’ils peuvent être mis en corres- 
pondance biunivoque. 

Deux ensembles équipotents à un même troisième sont équipotents. 

Si E et F sont équipotents, P(E) et P(F) sont équipotents. 

Si E et F, E’ et F’, E” et F” sont respectivement équipotents, E x E’ x E” et 
F x F' x F” sont équipotents; cette proposition s'étend à un produit d’un 
nombre quelconque d'ensembles. 

2. Soient X et Y deux parties d’un ensemble E; la relation «X et Y sont 
équipotents » est une relation d'équivalence dans P(E); la classe d'équivalence 
(suivant cette relation) à laquelle appartient X s'appelle la puissance! de X, et 
l’ensemble de ces classes (ensemble quotient de P(E) par la relation précédente) 
l’ensemble des puissances des parties de E. 

Si E et F sont deux ensembles distincts, la relation « X et Y sont équipotents » 
entre une partie X de E et une partie Y de F, s’exprime encore en disant que la 
puissance de X et la puissance de Y sont équivalentes; on définit ainsi une corres- 
pondance biunivoque entre une partie de l’ensemble des puissances des parties de 
E, et une partie de l’ensemble des puissances des parties de F. 

3. Soient E, F deux ensembles quelconques, distincts ou non; soient a un 
élément de l’ensemble des puissances des parties de E, b un élément de l’ensemble 
des puissances des parties de F; on dit que a est inférieure à b, ou que b est supérieure 
à a, s’il existe une application injective d’une partie X € E de puissance a dans 
une partie Ÿ € F de puissance b; on dit que a est sérictement inférieure à 6, ou que b 
est strictement supérieure à a, si en outre a et b ne sont pas des puissances équivalentes. 

Si a et b sont équivalentes, a est à la fois supérieure et inférieure à b; récipro- 
quement, on démontre que si a est à la fois supérieure et inférieure à 6, a et b sont 
équivalentes. Il en résulte en particulier que l’ensemble des puissances des parties 
d’un ensemble E est ordonné par la relation « a inférieure à b »; quand on parle de 
cet ensemble comme d’un ensemble ordonné, c’est toujours de l’ordre défini par 
cette relation qu’il est question. 


1 Dans la Theorie des ensembles formalisée (cf. E.III, p. 23) on définit la notion de cardinal 
d’un ensemble, qu’on appelle aussi, par abus de langage, la puissance de cet ensemble. Cet abus de 
langage n’entraîne cependant pas de confusion, car pour que deux parties d’un ensemble aient même 
puissance (au sens défini ci-dessus), il faut et il suffit qu’elles aient même cardinal; de même, pour 
que la puissance d’une partie À d’un ensemble E soit inférieure à celle d’une partie B d’un ensemble 
F {n° 3) il faut et il suffit que le cardinal de A soit inférieur à celui de B; enfin, si la puissance de A 
est somme (n° 5) des puissances d’une famille (A,) de parties de E, le cardinal de A est somme des 
cardinaux des Ai. 
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En outre, en utilisant le théorème de Zorn (et par suite axiome de choix), on 
démontre que l’ensemble des puissances des parties d'un ensemble E est bien ordonné. 

4. La puissance d’un ensemble E est strictement inférieure à celle de l’ensemble 

Si fest une application d’un ensemble E dans un ensemble F, la puissance de 
Pimage f(X) d’une partie quelconque X de E, est inférieure à la puissance de X. 

5. Soit (X,),er une famille de parties d’un ensemble E, telle que ı # xK 
entraine X, O X, = Z; soit (Y,),er une famille de parties d’un ensemble F, 
correspondant au même ensemble d’indices I, et telle que la puissance de Y, soit 
inférieure à celle de X,, quel que soit 1€ 1; alors, la puissance de la réunion 
U Y, est inférieure à celle de U X, quelle que soit la partie J de I. 
Leg LE 


Si en outre ı # x entraine Y, NY, = @,etsiX, et Y, sont équipotents quel que 
soit ı, alors |) X, est équipotent à |] Y.. 


wed ved 

En particulier, si F est identique a E, on voit que la puissance de la réunion 
d’un ensemble de parties de E sans élément commun deux à deux, ne dépend que des 
puissances de ces parties; on dit que c’est la somme de ces puissances (fonction qui 
n’est donc définie pour une famille (a,) d'éléments de l’ensemble des puissances 
que lorsqu’on peut trouver une famille (X,) de parties de E deux à deux sans 
élément commun et telle que X, ait pour puissance a,). 

Si (Xes et (Y,).er sont des familles de parties de E et F respectivement, 
correspondant au même ensemble d’indices,et telles que X, et Y, soient équipotents 


quel que soit :, les produits TI X, et TIY, sont Equipotents. 
t A 


6. L'ensemble N des entiers positifs peut être considéré comme l’ensemble des 
puissances des parties finies d’un ensemble infini; la relation d'ordre «x < y » dans 
N n’est autre que la relation ordonnant cet ensemble de puissances; et la somme 
de deux entiers positifs est une fonction identique à la somme de deux puissances 
telle qu’elle vient d’être définie. 

7. On dit qu'un ensemble est dénombrable s’il est équipotent à une partie de 
l’ensemble N des entiers positifs. Tout ensemble fini est donc denombrable; si n 
est le nombre de ses éléments, il est équipotent à l'intervalle (0, n — 1) de Pen- 
semble N. Tout ensemble infini denombrable est équipotent à N; en particulier, toute 
partie infinie de N a même puissance que N. 

Si E est un ensemble infini, il existe une partition de E formée d’ensembles 
infinis dénombrables; en particulier, tout ensemble infini a une puissance supérieure à 
celle de N. 

Si E est un ensemble infini, les ensembles E x Eet E x N sont équipotents à E; 
l’ensemble des parties finies de E est équipotent à E. En particulier, N x N est un 
ensemble infini dénombrable. 

8. On appelle suite d'éléments d’un ensemble E une famille d'éléments de E 
dont l’ensemble d’indices est l’ensemble N des entiers positifs ou une partie de N; 
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une suite dont l’ensemble des indices est N se note donc (xa)nen, ou plus simple- 
ment (x,) quand aucune confusion n’est à craindre et on dit encore que c’est la 
suite de terme général x,; l'élément x, est aussi appelé terme d’indice n de la suite. 
L'ensemble des éléments d’une suite est dénombrable. 

Une suite est dite infinie ou finie suivant que l’ensemble des indices est une 
partie infinie ou finie de N. L’ensemble des éléments d’une suite finie est fini. 

Toute sous-famille d’une suite est une suite, qu’on dit extraite de la suite 
donnée; toute suite extraite d’une suite finie est une suite finie, 

On appelle suite double (ou suite à deux indices) une famille d'éléments dont 
V’ensemble d'indices est N x N, ou une partie de N x N; une suite double dont 
l’ensemble d’indices est N x N se note (Xm, n), ou plus simplement (x„„) si cela ne 
prête pas à confusion. On définit de même des suites à plus de deux indices. 

On dit que deux suites (x,), (y,) ne différent que par l’ordre des termes s’il existe 
une permutation f de l’ensemble des indices telle que y, = Xim) quel que soit n. 

A une famille d’elements (x,),., dont l’ensemble d’indices I est infini denom- 
brable, on peut associer une suite infinie de la manière suivante: il existe une 
application bijective n> f(n) de N sur I; en posant y, = Xfm, on dit que la 
suite (y:) s'obtient en rangeant dans l’ordre défini par f la famille (x). Les suites corres- 
pondant ainsi à deux applications bijectives distinctes de N sur I ne diffèrent que 
par l’ordre des termes. 

En opérant de même lorsque I est un ensemble fini, on obtient une suite finie 
associée à la famille (x,). 

9. La réunion, l'intersection ou le produit d’une famille (X,),.ı de parties 
d’un ensemble E, sont dits dénombrables si I est un ensemble dénombrable, finis si I 
est fini. 

Si I est denombrable, et si la puissance de N, est inférieure à une puissance infinie 
donnée a, quel que soit ı, la puissance de la réunion |) X, est inférieure à a; si en 


outre un des X, au moins est de puissance a, |] X, est aussi de puissance a. En 
l 


particulier, toute réunion dénombrable d’ensembles de puissance a est de 
puissance a; toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un 
ensemble dénombrable. 


$8. ÉCHELLES D’ENSEMBLES ET STRUCTURES 


1. Étant donnés, par exemple, trois ensembles distincts E, F, G, on en peut 
former d’autres en prenant leurs ensembles des parties, ou en faisant le produit 
d’un de ces ensembles par lui-même, ou enfin en faisant le produit de deux de ces 
ensembles, pris dans un certain ordre. On obtient ainsi douze nouveaux ensembles; 
si on les joint aux trois ensembles E, F, G, on peut recommencer sur ces quinze 
ensembles les mêmes opérations, en écartant celles qui donnent des ensembles déjà 
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obtenus; et ainsi de suite. D’une façon générale, on dit d’un quelconque des 
ensembles obtenus par ce procédé (suivant un schéma explicite) qu’il fait partie 
de l'échelle des ensembles ayant pour base E, F, G. 

Soient, par exemple, M, N, P trois des ensembles de cette échelle, et Rix, y, z$ 
une relation entre des éléments appartenant respectivement à chacun de ces 
ensembles; R définit une partie de M x N x P, donc (par une correspondance 
canonique) une partie de (M x N) x P, et enfin un élément de 


B((M x N) x P); 


ainsi la donnée d’une relation entre éléments de plusieurs ensembles d’une même 
échelle, revient à celle d’un élément d’un autre ensemble de cette échelle. De 
même, la donnée d’une application de M dans N, par exemple, revient (en 
considérant le graphe de cette application) à celle d’une partie de M x N, 
c’est-à-dire à celle d’un élément de l’ensemble ®(M x N), qui est encore dans 
l’échelle. Enfin, la donnée de deux éléments (par exemple) de M, revient à celle 
d’un seul élément de l’ensemble produit M x M. 

Ainsi, la donnée d’un certain nombre d’éléments d’ensembles d’une échelle, 
de relations entre des éléments de ces ensembles, d’applications de parties de 
certains de ces ensembles dans d’autres, revient en dernière analyse à la donnée 
d’un seul élément d’un des ensembles de l’échelle. 

2. On a dit ci-dessus ($6) que la donnée d’un élément C de l’ensemble 
P(E x E) définit une structure d'ensemble ordonné sur E si on a les propriétés: 


à CoCeG H CNCA. 


D’une façon générale, considérons un ensemble M d’une échelle, dont la base 
est formée, par exemple, de trois ensembles E, F, G; donnons-nous un certain 
nombre de propriétés explicitement énoncées d’un élément de M, et soit T 
l'intersection des parties de M définies par ces propriétés; on dit qu’un élément o 
de T définit sur E, F, G une structure de l’espèce T; les structures d’espece T sont 
donc caractérisées par le schéma de formation de M à partir de E, F, G, et par les 
propriétés définissant T, qu’on appelle les axiomes de ces structures; on donne un 
nom spécifique à toutes les structures de même espèce. Toute proposition qui est 
une conséquence de la proposition «o € T » (c’est-à-dire des axiomes définissant 
T) est dite appartenir à la theorie des structures d’espece T; par exemple, les pro- 
positions énoncées au $ 6 appartiennent à la théorie des structures d’ensemble 
ordonné. 

On remarquera que, dans ce dernier exemple, les axiomes peuvent s’énoncer 
pour un ensemble de base E absolument quelconque; aussi donne-t-on le même 
nom aux structures satisfaisant à ces axiomes, indépendamment de l’ensemble sur 
lequel elles sont définies; et les propositions déduites de ces axiomes sont valables 
dans un ensemble quelconque, puisque pour les formuler, il n’est pas besoin de 
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faire intervenir les particularités de l’ensemble E. Ces remarques s'appliquent 
chaque fois qu’on énonce des axiomes de cette nature. 

Le plus souvent, quand on utilise une échelle ayant une base composée de 
plusieurs ensembles E, F, G, Pun de ces ensembles, E par exemple, joue dans les 
structures qu’on considère un rôle prépondérant; aussi dit-on, par abus de lan- 
gage, que ces structures sont définies sur l’ensemble E, les ensembles F et G étant 
considérés comme ensembles auxiliaires. 

Enfin, pour faciliter le langage, on donne souvent un nom particulier à un 
ensemble qu’on a muni d’une structure d’une espèce déterminée; c’est ainsi qu’on 
parle d’ensemble ordonné, et qu’on définit dans la suite de ce Traité, les notions de 
groupe, anneau, corps, espace topologique, espace uniforme, variété différentielle etc., mots 
qui désignent tous des ensembles munis de certaines structures. 

3. Considérons des structures d’une même espèce T, où T est une partie d’un 
ensemble M d’une échelle d’ensembles; si on ajoute de nouveaux « axiomes » à 
ceux qui définissent T, le système d’axiomes obtenu définit une partie U de M, 
contenue dans T; on dit que les structures d’espece U sont plus riches que les 
structures d’espece T. Par exemple, les structures d’ensemble totalement ordonné 
sont plus riches que les structures d’ensemble ordonné, l’element C de (E x E) 

-1 


qui définit une telle structure satisfaisant à axiome supplémentaire C U C = 
E x E. 

4, Soient M, M’ deux ensembles d’une même échelle, de base E, F, G par 
exemple; soient T une partie de M, T’ une partie de M’, définies respectivement 
par certains axiomes explicitement énoncés. Chaque fois qu’on aura défini 
explicitement une application bijective de T sur T’, on considérera que deux éléments 
ceT, o'e T, qui se correspondent par cette application, définissent la même 
structure sur E, F, G; et on dit que les systèmes d’axiomes qui définissent T et T’ 
sont équivalents. 

Un exemple de cette circonstance est fourni par les structures topologiques, qui 
peuvent être définies par plusieurs systèmes d’axiomes équivalents, dont deux sont 
particulièrement utiles (voir TG, I, § 1). 

5. Soient E, F, G trois ensembles, et supposons données des applications 
bijectives de E, F, G respectivement sur trois autres ensembles E’, F’, G’. Comme 
on sait définir les extensions d’applications bijectives aux ensembles de parties 
($ 2, n° 9) et aux ensembles produits ($ 3, n° 14), on définira de proche en proche 
l'extension des applications bijectives données à deux ensembles M, M’ construits 
respectivement suivant le même schéma, dans l’échelle d’ensembles ayant pour 
base E, F, G, et dans celle ayant pour base E’, F’, G’. Soit f l'application bijective 
de M sur M’ ainsi obtenue. Si o est une structure sur E, F, G, élément d’une partie 


2? Le lecteur notera que les indications données dans ce paragraphe restent assez vagues; elles ne 
sont là qu’à titre heuristique et il ne semble guère possible d’énoncer des définitions générales et 
précises concernant les structures, en dehors du cadre de la Mathématique formelle (voir 


E, IV, §1). 
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T de M, on dira que f(c) est la structure obtenue en transportant la structure o sur 
E’, F’, G’, au moyen des applications bijectives de E sur E’, de F sur F’ et de G 
sur G’. Toute proposition relative à la structure o sur E, F, G donne de même (en 
utilisant des extensions convenables) une proposition relative à la structure f{o) 
sur E’, F’, G’. 

Inversement, étant données une structure o sur E, F, G, et une structure o' 
sur E’, F’, G’, on dira qu’elles sont isomorphes (ou qu’il y a isomorphie entre ces 
structures) si o’ peut être obtenue en transportant o par des applications bijectives 
de E sur E”, de F sur F’ et de G sur G respectivement; ces applications sont alors 
dites constituer un isomorphisme de o sur o’. i 

Lorsqu’il s’agit de structures sur un seul ensemble E, application bijective de 
E sur E’ qui transporte o sur o’ est encore appelée un zsomorphisme de l’ensemble E, 
muni de la structure o, sur l’ensemble E', muni de la structure o'. 

Cest aussi à cette application qu’on donne le nom d’isomorphisme lorsque F 
et G sont deux ensembles auxiliaires, ct que les applications bijectives concernant 
ces deux ensembles sont les applications identiques de F et G sur eux-mêmes. 

Un isomorphisme d’un ensemble E, muni d’une structure o, sur lui-même, 
prend le nom d’automorphisme. 

Il est souvent commode, lorsqu'il existe un isomorphisme f d’un ensemble E, 
muni d’une structure c, sur un ensemble E’, muni d’une structure o’, d'identifier E 
et E’, c’est-à-dire de donner le même nom à un élément d’un ensemble M de 
l'échelle de base E, et à l'élément qui en est l’image par l’extension convenable de 
fà l’ensemble M. 

6. Lorsqu'on énonce un système d’axiomes définissant une partie T d’un 
ensemble M d’une échelle d’ensembles, il peut arriver que l’ensemble T soit vide; 
on dit alors que les axiomes sont contradictoires. 

7. Il peut arriver qu’un système d’axiomes définissant une structure sur un 
ensemble puisse s’énoncer pour un ensemble quelconque, mais que si on considère 
deux structures satisfaisant à ces axiomes, et définies sur deux ensembles distincts 
E, F, il résulte des axiomes que ces structures (si elles existent) sont nécessaire- 
ment isomorphes (ce qui entraîne en particulier que E et F sont équipotents). On dit 
dans ce cas que la théorie des structures satisfaisant à ces axiomes est univalente; 
lorsqu’on n’est pas dans ce cas, on dit qu’elle est multivalente. 

La théorie des nombres entiers, celle des nombres réels, la géométrie eucli- 
dienne classique, sont des théories univalentes; la théorie des ensembles ordonnes, 
la théorie des groupes, la topologie, la théorie des variétés différentielles, sont 
des théories multivalentes. L'étude des théories multivalentes est le trait le plus 
-frappant qui distingue la mathématique moderne de la mathématique classique. 
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